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ОТОБРАЖЕНИЯ С ВАЛОВОЙ ЗАМЕНИМОСТЬЮ 
В ТЕОРИИ ЭКОНОМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ 
В. М. Полтерович, В. А. Спивак 
Отображения, обладающие свойством валовой заменимо­
сти, встречаются во многих разделах математической эконо­
мики, в теории многосвязного регулирования, а также в связи 
с рядом других проблем. Соответствующая литература весьма 
обширна. Настоящий обзор охватывает, в основном, работы, 
опубликованные после 1965 года и ориентированные на изуче­
ние экономического равновесия- Более ранние результаты 
здесь отражены лишь частично, значительную их часть можно 
найти в монографиях [36, 10, 19, 20]. 
Существенная особенность настоящего изложения — систе­
матическое рассмотрение многозначных отображений с вало­
вой заменимостью, недавно введенных в [26, 28, 57]. Благода­
ря этому, удалось включить в общую теорию линейные моде­
ли, требовавшие ранее разработки специальных методов-
Б статье используется следующая система обозначений. 
Если X — множество, то 2х — система всех его подмножеств; 
intX — внутренность X. R"— n-мерное евклидово простран­
ство, R+n, R_n — множества векторов <в Rn с неотрицательны­
ми и неположительными координатами соответственно; х = 
= (д;() — вектор с координатами хи его размерность оговари­
вается в каждом случае- Если х, y&Rn, то через ху обозначает­
ся их скалярное произведение. Но если а — скаляр, то ax — 
произведение вектора на число. Если М—{\,...,т) — множе­
ство целых чисел от 1 до т и d''GRn, то -символ (dh, kGM) 
обозначает естественно упорядоченную систему векторов-
Определения, теоремы, формулы и т. п., а также разделы 
параграфов (пункты) обозначаются в работе ДВОЙНОЙ нуме­
рацией: первое число соответствует номеру параграфа, вто­
рое— номеру внутри параграфа. 
§ 1. Определения, примеры, основные предположения 
1.1. Начнем с определения основных понятий. Пусть PczR" 
и функция .25 = {Sfri) сопоставляет каждому вектору рЧР не­
который вектор .0(p)GRn. 
Ill 
О п р е д е л е н и е U . Будем говорить, что функция 3> 
-обладает свойством валовой заменимости (в. з.), и называть 
ее GS-функцией*, если :2>.(p) не убывает по р} при любых 1, 
/. i{ne}/. 
О п р е д е л е н и е Г2- Если .25. (p) возрастает по pjVt, /, 
1ф\, то &> удовлетворяет условию строгой валовой заменимо­
сти и называется строгой GS-функцией. 
Иногда говорят о строгой валовой заменимости в диффе­
ренциальной форме, имея в виду условие 
J^lEL > 0 Vi, j , i Ф ] и vpaP. (1.1) 
Пусть реР, q£P, N = {U . . . , « } . Введем обозначение 
I(p,q) = {i\pi = qh г-еЩ. (1-2) 
О п р е д е л е н и е 1.3. GS-фупкция называется неразложи­
мой, если для любых р(<Р, qGP из условия p<q следует нера­
венство 
mln ( З Д ) - З Д ) ) < 0 . 
Понятие заменимых благ было введено ХНКСОМ [56], а тер­
мин «валовая заменимость»—-Мосаком [68]. Однако единая 
терминология до сих пор и о установилась. Иногда валовой 
заменимостью (в. з.) называют свойство, указанное в опреде­
лении 1.2, а вместо в. з. в смысле определения Г1 используют 
термин «слабая валовая заменимость». Строгую валовую за­
менимость называют также сильной. Встречаются и другие 
варианты. 
Происхождение термина «валовая., заменимость» связано с 
интерпретацией 2D как функции спроса, зависящей от вектора 
цен р. Это свойство заведомо имеет место, если все товары 
взаимозаменяемы для потребителей; тогда с повышением це­
ны на одно благо спрос па все остальные не уменьшается**. 
Разумеется, так бывает далеко не всегда. B теории потребле­
ния, наряду с заменимостью', выделяют также эффект допол­
нительности (комплемеитариостн) благ (см. § 7). Так, масло 
и маргарин являются примерами заменимых продуктов, а 
бензин и автомобили — дополнительных. 
Хотя свойство валовой заменимости не универсально, его 
изучению посвящено большое число работ. Это объясняется 
* От английского gross substitute; отмстим, что обозначения функции 
через 2) ,и ее аргумента через р происходят от английских слои «demand» 
(«спрос») и «price» («цена») и связаны с интересующей нас областью при­
ложений. 
** Разъяснение термина «валовой» см. ниже п. 1.2. 
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рядом причин. Во-первых, валовая заменимость все же встре­
чается довольно часто (ем. п. 1.2). Во-вторых результаты, ка­
сающиеся систем с валовой заменимостью, находят примене­
ние и при изучении комплементарных благ и «смешанных» 
систем (§ 7). В-третьих, это свойство в сочетании с некоторы­
ми другими предположениями обеспечивает «правильное» 
(т. е. соответствующее экономической интуиции) поведение 
системы. Для моделей с валовой заменимостью удается дока­
зать выпуклость множества равновесных цен или даже их 
единственность (§§ 2, 3), выяснить, как будет меняться равно­
весие при изменении тех или иных экзогенных параметров 
(§ 4), установить сходимость процессов регулирования цен 
(§ б) и т. п. К тому же до сих пор не ясно, можно ли полу­
чить одновременно все эти результаты для более широкого 
класса ситуаций. 
В ряде важных случаев (см. п. 1.2) спрос неоднозначно 
определяется вектором цен. Поэтому в [26, 28] было предло­
жено следующее обобщение понятия валовой заменимости. 
Пусть PczRn и отображение SD сопоставляет каждому век­
тору р£Р некоторое множество S5(p)c=Rn. 
О п р е д е л е н и е 1. 4. Отображение 2) обладает свой­
ством валовой заменимости и называется GS-отображением, 
если для любых векторов р, q из Р таких, что p<q и 1(р, q)=£ 
Ф0 (см. (1.2), и для любых d=(d.)e.g5(p), f=(f{)e2>(q) вы­
полняется условие 
mln (d< — / ; ) < 0 . (1.3) 
Если, сверх того, при p=£q в (1.3) имеет место строгое не­
равенство, то GS-отображение называется неразложимым. 
Легко устанавливается справедливость следующего утвер­
ждения. 
П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть SD — однозначная функция. 
Если 3) удовлетворяет определению 1,1, то она является 
GS-отображеннем в смысле определения 1.4. Обратно, если ф 
непрерывна, определена на открытом множестве Р и является 
GS-отображением, то она обладает свойством валовой заме­
нимости в смысле определения 1.1. 
Аналогичным образом связаны определение 1.3 и понятие 
неразложимого GS-отображения. 
Несколько ниже (см. пример 1.1) будет показано, что усло­
вие непрерывности во второй части предложения 1.1 нельзя 
отбросить. Таким образом, однозначное GS-отображение и 
GS-функция — неэквивалентные понятия. 
Свойство валовой заменимости в многозначном случае, во­
обще говоря, 'не аддитивно (см. пример 1.2). Однако GS-отоб­
ражения, возникающие во многих моделях равновесия, при-
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надлежит некоторому подклассу, замкнутому относительно 
алгебраического сложения. Этот подкласс заслуживает спе­
циального определения. 
О п р е д е л е н и е 1.5 [26]. Будем говорить, что 3) являет­
ся Л Go-отображением, если для любых векторов р = (р.), •7=== 
=i(.7t) из Р, удовлетворяющих условиям p<q, Цр, q) Ф-0, и 
для любых d=(d.)G..3.5(p), f=(fi)£2){q) выполнено соотноше­
ние 
2 Ptdt< 2 *./«• (--4> 
Если, сверх того, при p¥=q в (1.4) имеет место строгое 
неравенство, то AGS-отображение назовем неразложимым. 
Независимо от [26, 28], Ховитт [57] ввел класс отображе­
ний, промежуточ'ный между классами AGS и неразложимых 
AGS -отобр ажений. 
Если Рс : int R+", то (неразложимое) AGS-отображение я в ­
ляется очевидно (неразложимым) GS-отображением. 
Понятия GS- и ЛСЯ-отображения имеют естественную э к о ­
номическую интерпретацию. 
Пусть 3)(р) — совокупность возможных векторов спроса. 
при ценах р; предположим, что цены на некоторые продукты 
выросли до уровня (?., Й/(р, q). Тогда (1.3) означает, что п р и 
любых возможных реализациях спроса в точках р и q 
найдется продукт с неизменной ценой, спрос на который н е 
уменьшится, а неравенство (1.4) означает, что при этом з а ­
траты на приобретение всех продуктов с неизменившимися 
ценами не убывают. 
В дальнейшем нам потребуется следующее понятие, р а с ­
сматривавшееся в [27] (см. также [1]). 
О п р е д е л е и и е 1.6. Отображение F : P{to}2 R", P<rz R-., 
не убывает, если для любых векторов р, q, d, f таких, ч т о 
pGP, qdP, p<q, йЧЗГ(р), f€F(-7), найдутся векторы d'e.&~(p)T f,(i@~{q), удовлетворяющие неравенствам 
d < / ' , f>d'. ( 1 . 5 ) 
Если при этом для p{ne}(7 неравенства в (1.5) можно с ч и ­
тать строгими., то F возрастает. 
Будем говорить, что F не возрастает (убывает), е с л и 
отображение (—F) не убывает (возрастает). 
О п р е д е л е н и е 1.7. Отображение F : P - > 2 R " , P<=R.1^ 
назовем нормальным (строго нормальным), если при лгобО'М 
рОР отображение Ф
Р
(%) -=F(X,p) «е убывает (возрастает). 
\.2. Примеры GS-отображений, В теории равновесия о б ы ч ­
но предполагается, что каждый потребитель (или к а ж д а я 
группа потребителей) характеризуется целевой функцией и 
и(х) (x —n-мерный вектор потребительских благ), а з н а ч е н и е 
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его функции спроса является решением задачи максимизации 
и(х) при бюджетном ограничении 
«(x).{to}max, px<$, xSs-O, (1.6) 
где [3 — доход потребителя. 
Обозначим через Я3{р, (3) множество решений задачи (1.6). 
Наша ближайшая цель состоит в изложении условий, обеспе­
чивающих валовую заменимость ^(р, (3) при P = intR+n и 
фиксированном р>0 (случай |3 = 0 очевиден). Поскольку ^(р, 
Р) положительно однородно, валовую заменимость достаточно 
проверить для р = Г 
Согласно уравнению Слуцкого [30, стр. 255], каждая из 
производных d&j/dpj является суммой двух слагаемых, отра­
жающих «эффект дохода» и «эффект замещения». Эффект 
замещения возникает вследствие одновременных вариаций це­
ны и дохода, оставляющих уровень максимальной полезно­
сти неизменным. В отличие от этого, валовая заменимость яв­
ляется результатом обоих эффектов, что и подчеркивается са­
мим термином, введенным в [68] (обсуждение ем. также в 
[20, стр. 390]). 
Зная матрицу Гессе функции и, можно вычислить величины 
d&i/dpj [30]; таким образом, для гладкой и получаются не­
обходимые н достаточные условия валовой заменимости. 
Условия эти громоздки и пользование ими затруднено. Однако 
в частном случае, когда 
в 
можно указать следующий простой критерий, пригодный и 
тогда, когда доход потребителя зависит от цен. 
Т е о р е м а 1. 1. Пусть функция (1.7) не достигает макси­
мума на /?+", u-iixi) непрерывны и вогнуты, а и/(х{)х{ опреде­
лены* при Xi>Q и не убывают для всех L Предположим так­
же, что функция 8(р) не убывает и неотрицательна на int R+". 
Тогда F ( p ) =<&{р, 6(/;)) является AGS-отбражегтт на 
ЫЯ+п. 
Это утверждение следует непосредственно из результатов 
Слуцкого [30], если б(р)=1, и дважды непрерывно дифферен­
цируема, и строго вогнута, a W{p, l ) > 0 при всех р>0. При 
этом "^(р, 1)—строгая GS-функция. В [18] было замечено, 
что если отказаться от строгой положительности, то ^ ( р , 1) 
остается G-S-функцией, хотя уже необязательно строгой. Для 
линейных и теорема 1.1 доказана в [26] (см. также [57]). При­
веденная формулировка включает случай многозначного спро­
са при нелинейной и. 
* Вогнутость означает, что u(tx+(l—t)y^tu(x) + (\.—t)u(y), 0 < ^ 1 , 
х, (/GR+". Через и/ обозначена производная и,. 
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Доказательство теоремы 1.1 следует из анализа условий 
оптимальности для задачи (1.6). Аналогичным образом мож­
но показать, что если в дополнении к условиям теоремы 1.1 
функции u/(x.)x,. строго возрастают и F(p)c:intR+n для всех 
р>0, то AGS-отображение F(p) неразложимо. 
Согласно теореме 1.1, целевые функции виДа к(л') = 
п 
= "У.\iixt1, где 0 < а
г
< 1 , ц,>0, max |i.o..>0, порождают 
ITi '»i " 
спрос, являющийся ЛОЗ-отображением. Если «.•'(xi)-> + «- при 
xi{to}+0Vi, то сё{р,Ь{р)) неразложимо. 
Приведем еще два примера из [26], иллюстрирующих соот­
ношения между введенными выше понятиями. 
Пример 1.1. Однозначное разрывное OS-отображение 
(в смысле определения 1.4) может не удовлетворять определе­
нию 1.1. Пусть отображение <&{р, 1) порождено задачей (1.6) 
з 
при и(л)=^л; ( и 6(р)г=1. Чтобы получить искомый пример 
достаточно рассмотреть функцию ${р)&{р, 1). подчинив выбор 
представителя двум условиям: <f (1, 1, 1) —(0,0,1) и . -(2, 1, 1) = 
=-(0,1,0). 
Пример 1.2. Сумма двух OS-отображений может не быть 
GS-отображеиием. Чтобы убедиться в этом достаточно рас­
смотреть множества решений двух экстремальных задач 
x1-|-2x2 + x3->max, pixi + p^xH^/V^V---16, xt>0\ 
х
х
-{- х2-\- х3->тах, р{х{-\~ р-,х>, + 2рлХч<. 16, xt ;>П 
прир=(2, 2, 1) ир=--(3, 2, 1). 
Отметим, что вторая из приведенных задач порождает 
GS-отображение, не являющееся AGS-отображенисм; другой 
пример можно получить из [25, лемма 1]. 
В [33] указаны некоторые классы функций полезности 
(гладких, но не обязательно представимых в виде (1.7)), для 
которых '<&(р, 1) является GS-функцией. Там же даны приме­
ры производственных систем, функция предложения которых, 
взятая с обратным знаком, удовлетворяет определению 1.1. 
1.3. Для теории равновесия важное значение имеет случай 
линейной зависимости дохода от цен: 6(р) =-/ш, где wGR+n (pw— стоимость ресурсов w, которыми располагает участник). 
Преобразуя уравнение Слуцкого, Фишер [48] получил необхо­
димые и достаточные условия (в терминах ^(р, [.)), обеспе­
чивающие в. з. ^(р, pw) при любых wdR+n. Эти условия пред­
ставляют собой соотношения между эластичностями спроса по 
доходу, эластичностями замещения между товарами по Алле-
ну—Узаве и величинами р^./р. Их проверка требует громозд­
ких выкладок. 
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Связь между валовой заменимостью отображений W(p, (3) 
и W(p, pw) становится более прозрачной, если ^(р, 1) нор­
мально. В силу положительной однородности 'g'ljp, [5) по 
(р, р), нормальность <&(р, 1) означает неубывание Ф(р, Р) 
по доходу при любом фиксированном р. 
Для однозначных функций спроса свойство нормальности 
исследовалось еще Е. Е. Слуцким [30], который установил, что 
если функция полезности имеет вид (1.7), причем ы/>0, и"< 
<0, то порождаемый ею спрос строго нормален. Очевидно, 
линейная целевая функция порождает нормальный (но не 
строго нормальный) спрос. 
Следующее утверждение было указано в [48] для одно­
значного случая, а затем обобщено в [27]. 
П р е д л о ж е н и е 1.2. Если ^{p,pw) является GS-отобра-
жением на int R+" при любых w>0, то W(p, 1) также являет­
ся GS-отображеиием. Обратно, если 9>?{р, р) положительно 
однородно нулевой степени по (р, Р) и нормально, то из вало­
вой заменимости ^ ( р , 1) следует валовая заменимость ^ ( р , 
pw), а неразложимость &(р, 1) влечет за собой неразложи­
мость ^ ( Р , pw) ДЛЯ ВСЯКОГО Ш>0, Ш-7--0. 
1.4. Задача изучения GS-отображений возникает также в 
связи с моделями межотраслевого баланса, имеющими важ­
ное прикладное значение. Эти модели стимулировали интен­
сивное изучение матриц с неотрицательными внедиагональ-
ними элементами — так называемых матриц Метцлера. Их 
теория подробно изложена, например, в [20]. 
Если ф(р)—неубывающая вектор-функция и A..5R+1, то 
ф(р)—Лр обладает свойством валовой заменимости. Поэтому 
задача об отыскании неотрицательных собственных векторов 
монотонного оператора в R" тесно связана с отысканием ну­
лей 05-фуи!к1ц|ии (Викторов, обращающих ее в нуль). Такие 
задачи ТИПИЧНЫ для моделей нелинейного межотраслевого 
баланса [1, 3, 4, 6, 7]. 
1.5. Примеры моделей равновесия. В дальнейшем, наряду 
с изучением свойств GS-отображений, в абстрактной форме 
будут рассматриваться две сравнительно простые ' модели 
равновесия, исследованию которых посвящено большое число 
работ (значение подобных моделей для теории плановой эко­
номики обсуждается, например, в [8, 1]). 
Пусть каждый из т агентов (потребителей) характеризует­
ся целевой функцией «,,: RV-^-R1 и функцией дохода б
й
 : R+n{to} 
-*-R+\ M = ( l , , . , , т}. Обозначим через W1 отображение, со­
поставляющее каждой паре р, б/.(р) множество решений зада­
чи (1.6) при u = uh, р---бь(р). Тогда отображение <&h{p,bk{p)) 
характеризует зависимость спроса k-то участника от цен р. 
Предположим, что вектор предложения sGR+" фиксирован. 
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О п р е д е л е н и е 1.8. Набор векторов (<?,/", kqM) называ­
ют равновесием, если q&R,n, /W(<7> 5A((?))VkeM и 2 /*-=-•• 
Ag/И 
При этом (? называют вектором равновесных цен, а набор 
(/*, /гбМ) — равновесным распределением ресурсов. 
т 
Если bk(p)=pwk, где w';6U,.", a s — {sum}да", то получаем мо-
дель ЧИСТОГО обмена [20,36]. Обозначим ее через Ш}{\7), где 
W = (•о)", /гбЖ)-— набор начальных запасов. Если 6,,(p)=-fjft, то 
описанная конструкция называется моделью с фиксированными 
доходами и обозначается через Ш1.(-в, s), где B-=(pft)6R./". 
Рассмотрим отображение (избыточный спрос) 
m 
Ясно, что множество равновесных цен совпадает со множест" 
в ом 
£--={р|°вЗД}- (1-9) 
Всюду в дальнейшем предполагается, что описанная модель 
удовлетворяет следующим двум условиям. 
U\. Каждая целевая функция определена на R+", непре­
рывна, строго квазивогиута* и не достигает максимума на R+n. 
U2. Для любого продукта i найдется участник k, целевдя 
функция которого строго возрастает по £-ой переменной. 
Из U2 следует, что отображение 20{р) .не определено иа 
границе R+71. 
Вопрос о структуре множества .29° для GS-отображеиия S) 
будет обсуждаться <в 'Следующих 'параграфах. 
В более общих моделях равновесия [10, 20, 36] предложе­
ние также зависит от цен. Многие излагаемые далее результа­
ты справедливы и в этом случае. 
Отметим, что если все целевые функции удовлетворяют U1, 
то для избыточного спроса в модели JWi выполняется тождест­
во 
/jd-0 vaeyj(p), v/7, (1.10) 
называемое законом Вальраса. В модели 9Я2 закон Вальраса 
не имеет места, но справедливо соотношение 
т 
/?d={sum}P/.-/>S V d e ' » ( p ) , V/7.. (1.11) 
Заметим, что модель Ш2{В, s) можно рассматривать, как 
частный случай модели Ш:(№). Действительно, при wk = 
* Т. е. u{tx+{\~!.)y)-^mm{u(x), u(y)}vlQ(Q, 1), причем имеет место 
строгое исравсистпо, если и(х)фи(у). Если и вогнута (см. примечание иа 
стр. 115), то она и строго квазивогиута. 
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-=---=-—p/,s, W=(wk, k^M) множество равновесий в -ЭДДи.7) 
r 
совпадает со множеством равновесий в Ш2{В, s), если в 5Ш1 
нормировать цены: ps —Sf-v--. Модель 5Ш2 интересна 
k 
сама по себе, но, кроме того, она играет важную вспомога­
тельную роль при изучении более сложной модели 9Я1, 
1.6. Введем теперь некоторые предположения, которые будут 
использоваться в дальнейшем применительно к различным ото­
бражениям-
A1. Отображение определено на intR+n, выпуклозначно, 
замкнуто и переводит любой компакт, принадлежащий intR+n, 
в 'непустое ограниченное множество пространства R". 
А2. Отображение положительно однородно степени а. 
АЗ. Если q является нулем отображения, a d = (di) при­
надлежит образу p, d--fe0, TO из условия p>q следует, что 
m i n d ; < 0 , а неравенство p<q влечет за собой m a x d ( > 0 . 
t i 
А4. Отображение удовлетворяет тождеству Вальраса 
pd = 0 Vd623(p), Yp. 
Легко видеть, что из A4 следует A3. Пусть справедливо (71. 
Тогда для избыточного спроса Ж> в модели SWi выполнены все 
условия А1—А4 (причем A2 имеет место при а = 0 ) . Избыточ­
ный спрос в 5Ш2 обладает свойствами А1 и АЗ, но А2 и А4 на­
рушаются. 
Г7. В заключение этого параграфа приведем теорему из 
[26], устанавливающую связь между GS- и AGS-отображе-
ниями. 
Т е о р е м а 1.2. Для того чтобы (неразложимое) GS-отобра-
жение к), удовлетворяющее А1, являлось (неразложимым) 
AG-S-отображением, необходимо и достаточно, чтобы для любо­
го р и произвольных представителей d,d' множества 3)(р) вы­
полнялось равенство pd = pd'. 
Обоснование теоремы 1.2, данное в [26], .опирается таа две . 
леммы, которые будут полезны в дальнейшем. 
Л е м м а 1.1. Пусть V — выпуклый компакт из intR+n и ото­
бражение 2D удовлетворяет А1. Тогда существует пара векторов 
г, h таких, что rGV, МЮ{г) и rh>vh VoGV. 
Для доказательства достаточно применить теорему Каку-
тани о неподвижной точке к прямому произведению •^(d)X 
X®(p), где ^{d)=={p\pGV, pd —max'Od}. 
vQV 
Пусть p = (pi). -7 = (<7;)- Следующие обозначения будут 
использоваться на протяжении всей статьи. 
min{p, -7}=(М где /?
г
 = т т { р
г
, qt}, 
- = (.-----J 
max{p, <7} = (М гДе pi —max [pi, qt}. 
•A(p. <?) = {* I £;<?<}' МР>й) = {1\Р1><?1}- ( 1 Л ^ 
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Если a-=.(a..)eRB и yc.N — {l, . . . , «} , то а [У] —это я-мерный 
вектор с координатами 
««и-ft'ily: о-14) 
Следующий результат является важным инструментом при 
исследовании свойств GS-отображений и в дальнейшем исполь­
зуется многократно. 
Лемма Г2. (о комбинировании). Пусть GS-отображе-
иие удовлетворяет А1 и d6?(p), /б®(<?_). f = = min{p, g}, 
p = max{p, q). Тогда найдутся векторы ae®(p)> a&(p) такие, 
что 
a<d\Jx\ + / [У2], а > d [У.] + Я-ЛЬ 
где Ji = Ji{p, q), J2==MP> Q)-
Доказательство, опирающееся на лемму 1.1, приведено в 
[26]. Оно близко к обоснованию теоремы 2 в [28]. 
§ 2. МНОЖЕСТВА РАВНОВЕСНЫХ ЦЕН 
2.1. Рассмотрим отображение 0 : P{to}2R", Р<=-Ч,+п,\\ обозна­
чим 
№-^{р\О0){р)}. (2.1) 
Векторы из 2)° будем называть нулями отображения 3) или, 
если 2D интерпретируется как избыточный спрос нектарами рав­
новесных цен. В этом параграфе будут приведены условия, при 
которых .25° не пусто и выпукло или содержит единственный 
элемент. Будет .рассмотрен также 'близкий вопрос о существо­
вании и евюйствах обратного отображения 
®-l(y) = {p\y£®(P)}> i/eYcR". (2.2) 
Для линейной GS-функции Ю при Р = $+п, Y*=*R_n извест" 
ны необходимые и достаточные условия существования Яг 
(см., например, [20, стр. 12б|; такие функции задаются матри­
цами Метцлера [10, стр. 299]). 
Пусть теперь Р ={p\p<p<q), Я){р)^ц>{р)~ р, где (P:R"{to} 
-.•К", ф не убывает. Допустим, что S(p)>0 , Ж(<7)<0. Тогда 
P(]3J°^0 ПО теореме Биркгофа — Тарского (формулировку 
см., например, в [21, стр. 53[, а ее вариации—в приложении 
к [1]). Это утверждение сохраняет силу для произвольной 
непрерывной 05-функции [79, 92]. При pGlnt R," его можно 
обобщить на многозначный случай, используя леммы \Л 
и 1.2. Обозначим 
•- - {p|S(p)n -V=?--0} . 25--{p|25(p)nR."T-=0}- (2.3) 
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Т е о р е м а 2.1. Пусть GS-отображение 25 удовлетворяет AI 
и гУ'П.®" —25°. Если реЗ)\ <76®~, p<<i\ то 3)аф0 и найдет­
ся вектор г62)°, p<r<~q. 
Отметим, что для AGS-отображений, определенных на 
P = intR+", всегда 3)ь{]%)- = %)°. Близкий результат содер­
жится в [27]. 
2.2. Пусть теперь 2D удовлетворяет тождеству Вальраса A4. 
Если Pcin t R+n, то, очевидно, @+ = <2D~=£>0 и утверждение 
теоремы 2.1 оказывается тривиальным. Отметим, что на всем 
R+" не существует отличной от нуля непрерывной GS-функции, 
удовлетворяющей A4 (см., например, [20, стр. 417]). В [20, 
§ 18.2], [59] сформулирован ряд теорем существования равно­
весных цен для непрерывной положительно однородной GS-
фуикщш, подчиненной A4 и заданной на конусе PcrR+K (необя­
зательно выпуклом), не содержащем нуля и замкнутом в отно­
сительной топологии R+". При этом предполагается выполнение 
определенных условий на границе Р. 
Пусть P = mtR+" и 3) удовлетворяет А1, А4. Тогда сущест­
вование равновесного вектора можно доказать, не .используя 
валовую заменимость, при следующем 'естественном граничном 
условии (фактически оно 'использовалось в [20]): 'найдутся кон­
станты у > 0 .и е > 0 такие, что если |!p||>y, T={i|pi<e}{ne}0, то 
любой вектор d-3.25 (р) имеет хотя бы одну положительную (коор­
динату 1С .номером из Т. Это утверждение легко вывести из лем­
мы 1.1. Оно применимо к модели %R\(W) если верны Ul, U2 и 
для любых i, ]=•!,... ,п .найдется участник, владеющий t'-ым 
продуктом, целевая функция которого строго возрастает по /-ой 
переменной. 
Необходимые и достаточные условия существования равно­
весия известны лишь для линейных моделей чистого обмена 
[50]. Пока неясно, как распространить их на иелинейный слу­
чай даже в условиях валовой заменимости. 
2.3. Перейдем теперь к обсуждению результатов о единст­
венности нуля и существовании обратного отображения. Внача­
ле рассмотрим,ситуации, несвязанные с выполнением А2 и А4. 
Для дифференцируемой G-S-функции SD, определенной в об­
ласти вида P=Ap\f><.q<.§), Гейл и Никайдо [51], [20, стр. 475] 
получили необходимое и достаточное условие, обеспечивающее 
одновременно существование и неубывание обратной функции: 
в любой точке из Р якобиева матрица 3)' функции -25 должна 
удовлетворять неравенствам 
m a x a , 6 , > 0 Уа = (а
г
)еи" и 6 —(6,)—25'л. (2.4) 
i 
В работах [78—80, 84, 89] указаны условия, гарантирующие 
существование и однозначность обратной к GS-функции без 
предположения гладкости. Наиболее общие (и весьма похо­
жие) результаты получены независимо Сэндбергом [79] и 
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Яном [89]. Ниже будет доказано утверждение, близкое к тео­
реме 3 из [79], но применимое и для многозначного случая. 
Введем еще одно предположение, более слабое, чем А4. 
А5. Если de£>(p), d'£2D{p) при некотором р и d<d ' , то d - d ' . 
Для AGS-отображения (определение 1.5) А5 выполняется 
автоматически при положительных р. 
Фиксируем множество YczRn. 
Т е о р е м а 2.2. Предположим, что GS-отображение Ю удов­
летворяет A1, А5 и выполнено следующее требование: 
( *) для любых r6intR+n, y*Y найдутся p,q,d,f такие, что 
p<r<q, dG3>(p), feS>(q), d>y>f. 
Тогда на У определено невозрастающее обратное отображе­
ние _
- 1
. Одно однозначно, когда имеет место условие: 
( - ) если dQ2){p), fG2>{q), q>P, f>d, то q = p. 
Если ( ** ) не выполняется для .некоторых p, q, d, f, причем 
dey или /еУ, то 3)~1 неоднозначно. 
Доказательство теоремы 2.2 опирается на следующую лем­
му из [26]. 
Л е м м а 2.1. Если GS-отображение S) удовлетворяет A1, то 
множество 2£>+ (см. (2.3)) замкнуто относительно операции 
max, a S>~ — относительно операции min. Если, кроме того, вы­
полнено АЗ, то S>° замкнуто относительно max и min. 
Лемма 2.1 легко следует из леммы 1.2 о комбинировании. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.2. По теореме 2.1 ото­
бражение -25 (p)—у имеет нуль при любом y^Y; следовательно, 
3>-х определено. Пусть a,b&Y, a<b, гей)--(а), vb2>~l(b). По­
ложим _ 
p=rnin{r, у}, p = max{r, v), дг(р)^@(р) — b. _ (2.5) 
Применяя лемму 2.1 к отображению F ( p ) , найдем #( 'F(p) , 
g<0. По условию найдем векторы q, f такие, что fog)(q), q^p, 
f>b. По теореме 2.1 множество ip\q<p<p) содержит вектор и', 
для которого 06F(o') ; следовательно, v'<r, v'0<2>~~1 (b). Точно 
так же найдем г'&Ю~1(а), r'>v, Неубывание 2)~1 доказано. 
Предположи^ теперь, что гаЗ)~1(Ь), п(?<Ю~1(Ь), boY, гфу. 
Рассмотрим р, р и F ( p ) , определенные^в (2.5). Применяя к 
$~{р) лемму 2.1, найдем авф(р), a£2D(p), a<b<a. Ho p<p~, 
следовательно, условие ( ** ) не выполняется. Обратно, пусть 
( **) не выполняется для некоторых r,v,a,b, так что а('<3)(г), 
beg>(v), v>r, ьфг, b>a, и пусть, например, b(<Y. По условию 
найдем <7, /, для которых fd2)(q), q<r, f>b. Следовательно, 
функция Ф(р)—Ь имеет нуль на множестве {p\q<p<r}, не 
совпадающий с v, т. е. отображение .2)-- неоднозначно. Теоре­
ма доказана. 
В качестве примера применения теоремы 2.2 рассмотрим мо­
дель Ш2 (5, s) (п. 1.5) при s > 0 , предполагая выполненными 
D1 и (72 (п. 1.5). Пусть Y-{y\y>—s]. В этом случае теорема 
2.2 мало пригодна для доказательства существования равнове­
сия, из-за неочевидности условия (* ). Однако существование 
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равновесия при любом s > 0 следует из соответствующей тео­
ремы (см. п. 2.2) для ЭЙ1 (IV) гари wh= {I,^r)-%s, а значит, ЕЫ-
т 
полнено требование (*). Выполнение условий А5 и (**) следу­
ет из бюджетных равенств (см. (1.11)). Следовательно, равно­
весные цены единственны и не возрастают при увеличении s 
(в !п. 4.3 будут получены 'более общие результаты). 
2.4. Пусть GS-функция 3) определена на всем R+n и непре­
рывна. Ряд экономических моделей [3,6], а также ряд проб­
лем управления многосвязными системами [15, 16, 9] сводят­
ся к задачам максимизации некоторой неубывающей функции 
на 3)+ или минимизации такой функции на Sb~. Решение задач 
ЭТОГО типа не зависит от конкретной формы критерия, посколь­
ку множество 3)~, если оно не пусто, содержит минимальную 
точку (т. е. вектор р* такой, что p*<pVp&3)~), а множество 
3)+, если оно не пусто и ограничено, — максимальную. Этот 
факт легко следует из замкнутости 3)~ относительно операции 
min и замкнутости 3)+ относительно шах (см. лемму 2.1, в ко­
торой, однако, идет речь об отображении, определенном на 
intR+n). Как указано в [3], впервые наличие минимальной точ­
ки в 3>~ было замечено Э. Б. Ершовым. 
Минимальная точка множества .2)" удовлетворяет условиям 
Pi£Di{p)=Q, i = l , . . . , n. Максимальная точка 3)* всегда обра­
щает 3) в нуль. Поэтому теорема 2.2 может быть использована 
как критерий максимальности точки. С другой стороны, сле­
дующее утверждение, фактически установленное в [3] (см. так­
же [9]), указывает еще один критерий единственности нуля. 
Т е о р е м а 2.3. Пусть 3)— непрерывная с .вогнутыми ком-
нопентам'и GS-функции иа R+", тричем .®(0)>0. Если 3)~ не 
пусто, то минимальная точка множества 3)~ является единст­
венным нулем функции 3) и совпадает с максимальной точкой 
множества 3)+. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р* — минимальная точка. Из 
валовой заменимости и условия .2>(0)>0 следует, что р*>0 , 
3)(рЧ!) —0. Если 3) имеет еще один нуль, то р* не максимальна 
в 3)+. Тогда найдется pQ3)+, p>p*, рфр*. Выберем е > 0 так, 
чтобы <~ = p*—г(р—p*)>0. Из вогнутости 3) следует, что 
2D(q)<0. Но -7•--./?*, <7{ne}P*> ч т 0 противоречит минимальности р*. 
2.5. Если GS-фупкция положительно однородна нулевой сте­
пени и удовлетворяет тождеству Вальраса A4, то множество 
ее нулей выпукло. Этот результат, принадлежащий Мак—Кензи 
[64], содержится также в [38] и в [10, 20]. В [26] он распро­
странен па многозначный случай при произвольной степени од­
нородности. Фактически доказательство из [26] сохраняется, 
если вместо А4 выполнено АЗ. 
Т е о р е м а 2.4. Если GS-отображение 3) удовлетворяет усло­
виям А1—АЗ, то 3)° выпукло. 
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Доказательство немедленно следует из леммы 2.1 и следую­
щего геометрического факта: конус* в R+", замкнутый относи­
тельно операций max и mm, является выпуклым [26]. 
Отметим, что положительно однородное неразложимое GS-
отображение имеет не более одного .нуля (с точностью до ска­
лярного множителя). Этот факт следует непосредственно из 
определений. 
2.6. В заключение этого параграфа докажем неравенство, 
имеющее важное значение для исследования устойчивости про­
цессов регулирования цен (п. 6.4). Для однозначного случая 
оно было доказано в [35, 38]. Из него также следует выпук­
лость <2)° [38], правда, в отличие от теоремы 2.4, требуется вы­
полнение тождества Вальраса. 
Т е о р е м а 2.5. Пусть GS-отображение .2) удовлетворяет 
A1, А2, А4, Если ^6.25° и de.g)(p), TO qd>0, а если p<1'.©°, то 
qd>0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим разбиение Q(p,q) мно­
жества координат N = {1 n) на классы, в каждом из кото­
рых отношение pi/.7,- постоянно: 
Й(А <7)={-Vi,..., iV, N,}. Nt = {i\piiqi^k \'t>yl+i-
Пусть p"-=(p/')--min{p, Y*<7}, # * = {- \p, < )'k(}l}- [}Nt. Taic 
I:;-к 
как Об-®(Y/s-7)i то по лемме 1.2 о комбинировании найдутся 
векторы g'1 такие, что 
g*6®(p), gk<d\Hk\. (2.6) 
Поскольку р
к\Нк\^-=р[Нк\, то из закона Вальраса и (2.6) сле­
дует, что 
О = p"g" < ркй \Нк\ --= pd\\\N,\. (2.7) 
Если $t = pd \N{\, то из (2.7) получаем неравенства 
2 Р А > 0 , Ы , . . . , 1-\. (2.8) 
Поэтому 
/ i / 
0-=Yr12^<YrIP. + Y.712P/<---< Z V I V ~<7d- (2.9) 
< — 1 /=.2 Ь-1 
т. е. справедливо первое утверждение теоремы. 
Пусть теперь <7d = 0. В ЭТОМ случае из (2.9) следует, ЧТО 
в (2.8), (2.7) выполняются равенства. Поэтому из (2.6) получаем 
25(Рк)Bg", gft = d|UAr,I, А = 1 , . . . , l--\. (2.10) 
t>/i 
Tai< как pl = y,q, то р'вЗУ. Докажем, что если рк'Н*Х/\ то 
и р''&?<°, 1 < А < / . 
* Множество К — конус, если 1\ = ХК,\/%>0, Нулевой вектор может при­
надлежать или не принадлежать /(. 
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Ясно, что ^=-max{p*+i, pk), Hk = {i\pf+l<:pt^[jNt. 
Из (2.10) следует, что #*[#*] = 0. Ввиду того, что Oe23(p*+1). 
по лемме 1.2 найдется вектор /e2J(pft), / > 0 . В силу закона 
Вальраса /=-0, т. е._flle%o. 
По индукции, p'e®0'. Поскольку p1----/?, то теорема доказана. 
§ 3. Равновесные цены и равновесные распределения 
3.1. Пусть 
ЗД = 2®Л(Р). -И = {1,2 4 (3.1) 
В модели 5.011(^ 7) (см. п. 1.5) и в ряде других отображение 
.25* интерпретируется как избыточный спрос А-го участника. 
Введем обозначения: 
E — [(p, dft, keM) \ d"£%)h (p), 2-**-= 0 
D-=f(d", /e6M)|3p:^e2)ft(p), 2 d* = o]. 
E — это «множество равновесий», S£>° (см. (2.1)) интерпрети­
руется как совокупность векторов равновесных цен, а D опреде­
ляет множество равновесных распределений ресурсов. 
Пусть Ъф0. Следующее утверждение фактически доказано 
в [26]. 
Теорема 3.1. Пусть каждое GS-отображение ЗУ1 удовлет­
воряет А1 и А2 при а = 0, a для их суммы .25 выполнено A3. 
Тогда 
E=®°xD, (3.2) 
причем множества .0° и D выпуклы. 
Если D'1 однозначны, то, согласно (3.2), D содержит не 
более одного элемента. 
В [26] предполагалось А4, но данное там доказательство 
остается справедливым и при более слабом условии A3. Бла­
годаря этому уточнению, из теоремы 3.1 можно, например, 
получить утверждение о выпуклости р-оптимальных распреде­
лений, доказанное в [25, теорема 2] другим методом. 
Теорема 3.1 находит .особенно важные применения при изу­
чении моделей чистого обмена (см. следствие 3.1.). 
3.2. Рассмотрим вопрос о единственности равновесия в мо­
делях SW1 (п. 1.5). Если в Ш\ целевые функции линейны, то, 
как показал Гейл [50], все равновесия «равновыгодны» для 
каждого участника. Чтобы сформулировать обобщение этого 
результата, удобно ввести следующее понятие [50, 26]. 
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О п р е д е л е н и е ЗЛ. Два равновесия (см. определение 1.8) 
(р, d\ k&M) и (<?, f\ km) эквивалентны, если uh{dh) = 
= и
А
(/")У/ебМ. ЕСЛИ все равновесия эквивалентны, то говорят, 
что равновесие единственно по предпочтениям. 
Наличие неэквивалентных равновесий вызывает существен­
ные трудности при использовании моделей равновесия как ин­
струмента экономического анализа. Поэтому важно знать 
условия, обеспечивающие эквивалентность. Очевидно, равен­
ство (3.2) является одним 'из таких условий. Поэтому из тео­
ремы 3.1 вытекает следующее утверждение, обобщающее ре­
зультат из [50]. 
С л е д с т в и е 3.1 [26]. Пусть в модели Wli(W) каждая це­
левая функция удовлетворяет U\ и выполнено U2 (п. 1.5). 
Если индивидуальный избыточный спрос 
S)k(p)='S"l(p, pwk)—wk (3.3) 
является GS-отображением при любом k, то равновесие един­
ственно по предпочтениям. 
В [26] показано, что при выполнении Ш и U2 равенство 
(3.2) необходимо для эквивалентности равновесий в ЗЛ.. Эта 
утверждение, не использующее условия валовой заменимости, 
справедливо также для существенно более широкого класса 
моделей (включающего, в частности, 2Я2(-6, s)) . 
Введем следующие предположения об индивидуальном 
спросе ^"(p, 1) при единичном доходе. 
51 . <&h(p, 1) удовлетворяет А1, <g"'(p, l){subset}R+"Vp. 
52. <g*'(p, $)=<&h(p/$, 1) vp>0 ; «*(p, 0)={0>. 
53. p c - 1 Yp и v c W ( p , 1). 
54. *g"'(p, 1) является 05-отображением. 
55. "?"'(Р. 1) нормально (см. определение 1.7). 
Отметим, что 52, S4 и 55 влекут за собой GS-свойство для 
(3.3) (предложение 1.2). 
Свойства 51—S3 следуют из предположения £Л (п. 1.5) 
о целевых функциях участников. Можно проверить, vro усло­
вия теоремы 1.1 достаточны для выполнения 51—55. 
Напомним, что вектор равновесных цен в модели 9Л, (W), 
W — (w'1, k&M), является нулем суммы отображений (3.3), а 
в модели ЗТС2(5, 5), где .9 = (pft, k&M), —нулем отображения 
т 
^ , $*(/?, Рй) — s. Все цены считаем положительными. 
Приводимые ниже результаты опираются только на пере­
численные выше свойства индивидуальных функций спроса; 
необязательно, чтобы эти функции порождались задачей мак­
симизации. 
В [45] для линейной модели чистого обмена получены до­
статочные* условия единственности цен равновесия. В [31]. 
* В [45] эти условия ошибочно объявлены также необходимыми. Опро­
вергающий пример приведен в [31, стр. 13]. 
126 
содержится более общий результат. Чтобы сформулировать 
его, введем следующее определение. 
О п р е д е л е н и е 3.?. [31]. Будем говорить, что модель 
Wlx{W) разложима на I подмоделей 5W- (W{), если 1) Wt = 
= {w", k(*Mt), где множества Mt, . = 1 , . . . , I, образуют раз­
биение множества участников M; 2) w}' = 0 при k£Mt, i$Nlt 
где N{, t = \,..., I, образуют разбиение множества наличных 
ресурсов N+ = li 2 ~ , /Й>О\; 3) набор (ck, k£M) векторов 
I * 6 Л J 
спроса с" потребителей к является равновесным распределением 
в модели SKi(W') тогда и только тогда, когда наборы {с", k£Mt)-
являются равновесными распределениями в моделях 5Uli (W<) 
для всех t = 1, 2 , . . . , Z. 
Считаем, что модель всегда имеет тривиальное разложение 
при / = 1 . Если других разложений нет, то модель называем 
неразложимой. 
Очевидно, в разложимой модели участники из разных групп 
М, владеют разными видами ресурсов и в любом равновесии 
обмениваются только с участниками из своей группы. Поэтому 
Cj" = 0 при /eOM, t<$N, для любого равновесного распределения 
(с\ кШ) модели ЗЛ, (W). 
ЕСЛИ P\{W), P,(\V<) —'множества равновесных цен в Tli(W) 
и SD?i(!^(), соответственно, то, как следует из определения 3.2, 
P i ( ^ ) — h P i ( ^ ) - (3.4) 
t-l 
В следующих теоремах используются обозначения (1.14) . 
Т е о р е м а 3.2 [31]. Пусть выполнены условия Si—S5, 
Pl(U?){ne}0. Тогда найдутся разложение модели Wli(W) на I 
подмоделей и векторы a
1
— (a/)G/?+n, ( = 1 , . . . , I, такие, что 
а/>0 при fC-N, и 
P ^ W ) - n { p | p > ^ , p{JV,] = ^a-[/V(], XGlntR..1}. (3.5) 
При доказательстве этой теоремы существенно, использует­
ся теорема о структуре множества равновесий в модели ЗЙг с 
фиксированными доходами (см. п. 3.3, теорема 3.5) и кон­
струкция, которая будет описана в § 5 (см. свойства функ­
ции Ж в п. 5.3). 
Пусть разбиение N. множества ресурсов соответствует 
разложению модели 4Bl\{W), о котором говорится в теоре­
ме 3.2. Тогда, как утверждает эта теорема, пропорции равно­
весных цен на каждом множестве Nt определяются однознач­
но. Непосредственным следствием теоремы 3.2 является сле­
дующий важный результат. 
Т е о р е м а 3.3 [31]. Пусть выполнены условия 5 1 - S 5 , 
Р
х
(№)Ф0. Если модель STOi(W) неразложима, то равновесные 
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цены единственны (с точностью до скалярного множителя) на 
множестве ненулевых ресурсов модели, т. е. для любых р, 
.<7<5Pi(V7) найдется число %>0 такое, что 
p\N+\ = \q\N+\, Л/ - J i | ] •> ,*>о] . 
В разложимой модели матрица со столбцами wk приводится 
к б/ючно-даагоиальному виду. Поэтому любое из двух указан­
ных ниже условий является достаточным для единственности 
равновесных цен: 1) akgM, wk>0; 2) Vj, j , Ьф j , ЪЬ.$М, 
"Wih,Wj!i>0. Каждое из следующих условий обеспечивает 
единственность равновесных цен на N+: 3) Ш, гу.*>0 vk&M; 
4) VkeM, reM, к,фг, Ш, «;,*•-»/>0. 
В тех случаях, когда условия 1) - 4) не выполняются, 
для проверки модели на неразложимость можно использовать 
аналогичные условия в терминах равновесных распределений. 
Отметим, что равновесные цены могут быть единственными и 
в разложимой модели. 
Соответствующий пример из [31] включает три продукта и 
трех участников с целевыми функциями и
л
(х) =и2(х) =x1 + 
+ х2+х3, и3(х) ---x!+ л,2 + 2"|/л.з и начальными запасами wl — 
- (1, 0, 0), ш2= (0, 1, 0), ai3== (0, 0, а), где а > 0 . 
Легко видеть, что для а«£1 векторы цен из множества 
{р\Рз^р1 = Рг^>Рз1/о} являются равновесными. Поскольку 
участники 1 и 2 могут при этом обмениваться продуктами, то 
возможно лишь разложение с Mi — {\, 2}, M2={3}. При а< 1 
модель разложима, так как цены не единственны. Можно по­
казать, что она разложима и при а = 1. Используя (3.4), легко 
проверить, что других равновесных цен нет. Таким образом, 
при а = \ пропорции равновесных цен определяются одно­
значно. 
При а > 1 модель не разлагается, в чем легко убедиться, 
отыскав равновесное распределение* с вектором с
3>0. 
3.3. Рассмотрим теперь модель с фиксированными дохода­
ми ffl,z{B, s). Как уже .отмечалось, при выполнении условий 
/71 и U2 (п. 1.5) существование равновесия в £Шг(-', s) при 
В>0, s > 0 следует из известных теорем (см., например, [20]). 
В тех случаях, когда доходы некоторых участников ИЛИ запасы 
некоторых продуктов могут быть нулевыми, оказывается по­
лезной формулируемая ниже условная теорема существова­
ния. 
Введем обозначение 
Z(.S).-{A|pft = 0}, 
* В [31, стр. 19] ошибочно утверждается, что при 1<а<3 равновесий 
нет. В этом случае имеется, например, равновесие р[=ри=рз, с1 = (1—а, 0, а ) , 
с-=(0, 1—£, (3), с3 = 0 , р, I), где а>0, |3>0, а+$=а— 1. 
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где B = ($u)QR+m. Множество равновесных цен в модели 
ЗЯ2(5, 5) обозначим через Р2(В, s). 
Т е о р е м а 3.4. [27]. Пусть справедливы предположения 
51 — 55. Если 
Z(5*)-Z(5)-2(£ ) , . s*>s>s, 
причем Р2(Я*, s*)--=0. Pa(.0. s)¥=0. то и .P2(.S, s ) -£0. 
Доказательство опирается на теорему 2.1. 
В заключение этого раздела сформулируем теорему о 
структуре множества равновесий в модели 2Л-(-3, s). 
Т е о р е м а 3.5. Пусть в модели 5Ш2(-9, s) выполнены усло­
вия 51—54. Тогда множество равновесий Е (если ОНО не пу­
сто) является прямым произведением выпуклого множества 
равновесных векторов цен Р и выпуклого множества равновес­
ных распределений С : Е = РхС. 
При этом найдется вектор а= (а.)С./?+" такой, что а.>0 при 
ieN+---{ieN|sf>0} и 
P = {p|p>a, Pi^cii для ieN+}. 
В предположениях U1 и U2 утверждения этой теоремы до-
казаны в [26], где рассматривалась несколько более общая 
модель, учитывающая производство. При этом вместо S4 до­
статочно потребовать валовой заменимости совокупного спро­
са. Доказательство теоремы 3.5, не опирающееся на сущест­
вование целевых функций, порождающих индивидуальный 
спрос, дано в [31]. 
§ 4. СРАВНЕНИЕ РАВНОВЕСИЙ 
4.1. Сравнением равновесий, или сравнительной статикой 
называют раздел теории экономического равновесия, изучаю­
щий реакцию равновесных экономических систем на внешние 
воздействия. Типичная проблема состоит в следующем. Пусть 
система находится в равновесии, а ее избыточный спрос по­
ложительно однороден нулевой степени и удовлетворяет тож­
деству Вальраса (см. п. 1.6). Один из товаров, например, 
п-ый, выбран в качестве эталона ценности («numeraire»), це­
на на него фиксирована. Предположим,, что в результате из­
менения целевых функций, доходов потребителей или техноло­
гии избыточный спрос на i-ый товар увеличился, а на 
эталонный — уменьшился (такие изменения называют бинар­
ными; это — простейший тип возмущений, согласованных с тож­
деством Вальраса). Как изменятся равновесные цены? 
Этот вопрос был поставлен Хиксом [56], который предпо­
ложил, что при заменимости всех благ в результате описан­
ного возмущения 1) цена i-vo товара возрастает; 2) все ос­
тальные цены не убывают; 3) ни 'одна, из цен не может воз-' 
расти в большей пропорции, чем цейа i-ro товара. Три приве­
денные утверждения часто называют'законами--Хикса. Они мо­
гут показаться «экономически очевидными». Тем не менее их-
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доказательство требует весьма сильных предположений. 
Локальные результаты в гладком случае получены Мосаком 
[68] (см. также [46]). Общий случай бинарных изменений для 
однозначного избыточного спроса, удовлетворяющего в. з. (до 
и после возмущения) и некоторым дополнительным предполо­
жениям, изучен Моришимой [66, 19]. При доказательстве 
второго и третьего законов он использует условие неразложи­
мости. Эти и ряд других результатов сравнительной статики 
.содержатся также в [36, 21]. 
Ниже рассматриваются свойства G-S-отображений, позволя­
ющие в некоторых ситуациях предсказать знаки изменения 
равновесных цен по характеру возмущений. Будет также до­
казан для многозначного случая ряд других утверждений, в. 
том числе, так называемый, принцип Ле Шателье—Самуэль-
сона [76, 77, 19]. 
4.2. Следующая теорема (обобщающая теорему 1 из [27]} 
влечет за собой первый закон Хикса, а в случае единствен­
ности равновесных цен — также второй и третий законы. 
Напомним, что через 2D0 обозначается множество нулей 
отображения 2D (см. (2.1)). 
Т е о р е м а 4.1. Пусть GS-OTo6paa<eiii.e <Ю удовлетворяет 
А1—A3, d={di)<i2£>(p), d{ne}0 и .7= (с?,)''-®0. Тогда найдутся 
номера /, s и вектор q*=(qi*)6:25° такие, что d,,<0, d,>0, и 
выполняются соотношения: 
q*/pj<:qi'4pi<q,*/p* для всех t, (4.i> 
•?i*==(7i для i таких, что d,{ne}0. (4.2) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду однородности 3), из A3 сле­
дует, что N~==(t |d ,<O}-£0, JV+ = {; |d.>O}:/-0. Пусть 
Я== maxp./<7;, <?'= max{^<7, p}, n==mlnp(/<7,, q"-••••• mini/;, \w). 
Ясно, что Ч]' = Ц, = р), q"-p, — \iqs для некоторых ./.-.N-,. 
sQN+. Так как Об-93(л<~), то по лемме 1.2, в силу определения 
X, найдется fQ3){q') такой, что / > d [ / ] > 0 , /-= {i |ty l <p .} . 
ИЗ A3 следует, что /==0 и, значит, d[ / ] — 0. Поэтому 
<7'625n, p-iKMi^qi' при d ^ O . 
Аналогично получаем, что 
q"eS)°, pi>\iql=>qi" при d ( ^ 0 . 
В силу леммы 2.1, -7== тах{</, ArYJe-SD", .7* =-= min {£ \x^q")&K 
Ясно, что (4.2) выполняется. Нетрудно также проверить, что 
y-~^p>q*>i~lp- Теорема доказана. 
С л е д с т в и е 4.1. Если при условиях теоремы 4,1 вектор 
р$2)0, то q,lPi<qslps для некоторых J, s таких, что d , < 0 , 
d , > 0 . 
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Законы Хикса следуют из теоремы 4.1, если считать, "Что 
2) является возмущенным избыточным спросом, а р — стары­
ми равновесными ценами; свойства исходного избыточного 
спроса непосредственно не используются. Но фактически они 
определяют класс возмущений, при которых 3) удовлетворяет 
условиям теоремы 4.1. 
Теорема 4.1 опирается на условие A3, более слабое, чем 
тождество Вальраса, и применима к произвольным возмуще­
ниям спроса, а не только к бинарным. Это оказывается су­
щественным при анализе процессов регулирования цен 
(см. § 6) и при доказательстве коолиционной устойчивости 
равновесий (§ 5). 
Моришима [66, 19] доказал второй и третий законы в 
сильной форме, утверждающие, что при увеличении избыточ­
ного спроса на t'-ый товар и уменьшении его на п-ый, эталон­
ный товар все равновесные цены (кроме n-ой) строго возра­
стают и цена t'-ro товара возрастает в большей пропорции, 
чем любая другая цена. При этом Моришима предполагает, 
что избыточный спрос является непрерывной GS-функцией, 
удовлетворяет A2, А4 и, сверх того, следующему условию силь­
ной неразложимости: 
Если р<р', р¥=р' и множество /={t]p i = pi/} 
содержит не менее двух элементов, то найдутся /, s6/ такие, 
что <2>з (р) Ф5Е>> (//), 2>, (Р) Ф&* W). 
В. И. Опойцев [21, стр. 72] доказывает третий закон 
Хикса в сильной форме, используя несколько иное условие на 
функцию ЯЕ>(р) = {3)i(р)), которое также обеспечивает един­
ственность равновесных цен: 
£Di{p) убывает по p.Vi и возрастает по pnYi=^=n. 
Часть этих результатов следует из теорем 4.2, 4.3 (п. 4.3). 
4.3. Рассмотрим теперь ситуацию, когда изменения избы­
точного спроса на все товары имеют одинаковый знак. Такой 
случай невозможен при выполнении закона Вальраса, но для 
моделей типа 5Ш- его изучение представляет интерес. 
Т е о р е м а 4.2 [29]. Пусть GS-отображение 3> удовлетво­
ряет A1, A3 и ..7635°. Если d={dt)&S)(p), d^O , то max {p, 
q}C?&°. Кроме того, <7.>p. при d t>0, а если & неразложимо и 
с1ф0, то q>p. Из условия d < 0 следует, что min {p, .7}6.25° и, 
q<<Pi при d,<0, а если .25 неразложимо и йфО, то q<p. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 1.2 о комбинирова­
нии для -7 — max{p, 17}, найдется вектор ae3)(q) такой, что 
a>d[I\>0, I = {i-\Pi >-7;}. Из АЗ следует, что а = 0, значит, 
d[ /J —0. Итак, <7б23° и qt>Pi при d , > 0 . Для неразложимого S 
из соотношений 'q>p, d-^O, d > 0 следует q> p, но тогда 
<?>p. Остальные утверждения теоремы доказываются анало­
гично. 
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Нижеследующее утверждение уточняет теорему 4.2 при до­
полнительных условиях нормальности и строгой нормально-
•ста избыточного спроса (см. определение 1-7). 
Теорема 4.3- Пусть GS-отображение 3> удовлетворяет А1, 
A3, нормально и 2>°Ф0. Если dt@(p), d>0, N - {t|d->0}{ne} 
Ф0, то для некоторого q$2)0 выполнены соотношения 
цфр, \<qilpi<maxql/pl\'i. (4.3) 
Если же, сверх того, 25 строго нормально, то (4.3) спра­
ведливо при любом <7б2Л причем 
ql/pi<maxql/pl Vi(tW\ (4.4) 
Аналогично, если dg25(p), d<0 , N~=={i \dt <0}/ - 0 , то для 
некоторого .7625° справедливы неравенства 
q^p, \>q{ipi>m\nqt/pt Vi. (4.5) 
B случае строгой нормальности (4.5) выполняется при любом 
<7б25°, причем правое неравенство оказывается строгим viilN^. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим случай d > 0 , .V+v-0. 
Согласно теореме 4,2, найдется •иб®0, t i>p, h —max •..•,/,.->,> 1, 
Очевидно, что для .7-=min{A,p, ~J) выполняется (4.3). По лем­
ме 1.2, в силу нормальности и определения %, существует 
вектор ае25(-?) такой, что а</_ [/]<d|/]-=--0, f£ffi{Xp), 
/-={.|^p.<'B(}. Из A3 следует, что а-=-0, т. е. <~£®°. 
Пусть теперь 25 строго нормально, q -произвольный век­
тор из 25°. Если неравенство p<,q не выполняется, то по 
теореме 4.2 a —min..|.vH-{.7./p.}<1. Тогда ap^q, I-. -{Царг--
-=='7j}-7-=0 и существует вектор g&(osp), g> d > 0 . Поскольку 
это противоречит (75-свойству, что p-£q. 
Если не выполняется (4.4), то ц-=--7./р, >-7,/p, Д-"я некото­
рого r$N+ и всех г. Так как ц> 1 (по теореме 4.2), то, 
в силу строгой нормальности, найдется h&(k~]q), /z>0, Но 
это противоречит GS-свойству, так как p>.v'I<", /"'.•-••{/Ip,--
~Х-
1
с/1}ф0 и / (1 .^—0 (в силу теоремы 4.2). Таким обра­
зом, (4.4) выполняется, и первая часть теоремы доказана. 
В случае d<0 , М~Ф0 доказательство аналогично. 
Пусть возмущенный спрос £D удовлетворяет условиям тео­
ремы 4.3, причем в исходном состоянии равновесия р только 
первая компонента вектора йЧ@){р) отлична от нуля и поло­
жительна. Предположим также, что новый вектор равновес­
ных цен единственен. Тогда, согласно теореме 4.3, цены всех 
продуктов не убывают, а относительный рост первой цены 
максимален; при строгой нормальности первая цена растет в 
большей пропорции, чем все остальные. 
Щ 
Рассмотрим теперь, как ведут себя равновесные цены в 
модели 5.Л2(-3, s) (см. п. 1.5) при вариациях доходов и пред­
ложения. Доказываемое ниже утверждение основано на при­
менении теоремы 4.2. 
Как и прежде, через Р2{В, s) обозначим множество равно-, 
веемых цен в Ш2(В, s). 
Теорема 4.4. Предположим, что выполнены условия 
S1—S5, 
E > 3 ' , .s<s', <-7--(<7;)еЯ2(.3, s), <7' = (?/)GP2(i3',s'). 
Тогда q{>qi для любого i такого, что si>0. Пусть, кроме того, 
ВфВ' и выполнено хотя бы одно из следующих условий: 
(а) функция спроса некоторого участника k такого, что |3,t>p,/ строго нормальна; (б) функция спроса некоторого участника k с доходом р„>0 
неразложима. 
Тогда q>q'. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 3) (р)— избыточный спрос 
в модели Wl2(B,s), то, в силу нормальности участников, 
найдется / f t W ) . / > 0 . Так как q = max{q, q%P2{B, s) 
т 
в силу теоремы 4.2, то ijs = 2 p t - = ^ . Поэтому ^ = ^ при 
ft«-i 
S / > 0 , т . е . (7/><7/{cdot} 
Если В=/=В', то /-/=0. При условии (а) вектор / может 
быть выбран строго положительным. Поэтому второе утверж-
дение теоремы следует из теоремы 4.2. Ч." т. д. , \ 
С л е д с т в и е 4.2. Если q, q'£P2(B, s) и s ; >0, то qi = q\'\ 
Отметим, что утверждения, близкие к теореме 4.4, содер-
жатся в [32] (для однозначного случая) и в [27]. 
З а м е ч а н и е . Пусть GS-функция 3) (p)-= (S').(p)) определена 
и непрерывна на intR/, удовлетворяет A2, A4 и условию 
сильной неразложимости Моришимы [19] (см. п. 4.2). ТОГД^ 
из теоремы 4.2 следует второй закон Хикса в сильной форме;. 
Действительно, пусть цена п-го (эталонного) товара фиксиг 
роваиа. Рассмотрим функцию 3)(р) с (n— 1)-ой компонентами 
&>[{p)^=3)i{p), i = \, . . . , /г — 1. В силу закона Вальраса, сово­
купности нулей функций 3) {р) и 3)(р) совпадают (с точностью 
до скалярного множителя), Далее, Й)(р) можно считать опре­
деленной на intR+_1; легко проверить, что она удовлетворяет; 
условию A3, нормальна и обладает свойством в. з. Из сильной 
неразложимости 3)(р) следует, неразложимость |5(p). Таким 
образом, теорема 4.2 применима к 2) и влечет за собой силь­
ную форму второго закона Хикса для системы с избыточным 
спросом 3). 
Отметим также, что если GS-функция ..2>(р) удовлетворяет 
A2 и A4, то из дополнительного условия В. И. Опойцева [21] 
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(см. п. 4.2) следует строгая нормальность -2)(р), а значит, по 
теореме 4.3, для Ю(р) справедлив третий закон Хикса в силь­
ной форме. 
4.4. Предположим, что в системе, находившейся в равнове­
сии, спрос на первый товар вырос (за счет уменьшения спроса 
на эталонный n-ый продукт). Пусть фиксированы цены на про­
дукты из множества L, L9n, и существуют цены, выравниваю­
щие спрос и предложение по всем товарам ML; для товаров из 
L равновесие поддерживается за счет «внешних поставок». Из 
известной теоремы сравнительной статики, часто называемой 
принципом Ле Шателье-Самуэльсона, следует, что при расши­
рении множества L (и при выполнении определенных предполо­
жений о функции спроса) разность между ценами первого то­
вара в новом и старом состояниях равновесия не может расти. 
Увеличение этой цены будет наибольшим, если все цепы (за 
исключением п-ой) являются «гибкими», и наименьшим, если 
все они фиксированы. Если в описанном процессе при расшире­
нии множества L первая цена строго убывает, то говорят о 
принципе Ле Шателье-Самуэльсона в сильной форме. 
Идея распространения принципа Ле Шательс на экономиче­
ские системы принадлежит Самуэльсоиу [76, 77]. Он рассмот­
рел два типа моделей. В первом случае модель описывается 
экстремальной задачей, во втором — непосредственно задается 
05-функцией избыточного спроса. Формулировки принципа 
для этих двух вариантов значительно разнятся. Первый вари­
ант разрабатывался в [60, 61, 88]; здесь мы на нем но останавли­
ваемся. При в.з. в формулировку принципа включается сопо­
ставление приращений всех свободных цеп, а не только цены 
продукта с изменившимся спросом; качественно все нефиксиро­
ванные равновесные цены ведут себя аналогичным образом. 
Самуэльсон [77] наметил доказательство принципа в силь­
ной форме при гладких функциях спроса и строгой в.з. Мори-
шима [19, стр. 25] отказался от предположения гладкости. 
Чтобы получить сильную форму теоремы, он использует усло­
вие строгой в.з. Принцип Ле Шателье-Самуэльсона доказан 
также в [21, стр. 73] при предположениях, промежуточных 
между в. з. и строгой в. з. 
Во всех упомянутых работах предполагается, что избыточ­
ный спрос однозначен; в [19, 21] постулируется также поло­
жительная однородность нулевой степени и тождество Вальра-
са. Ниже принцип Ле Шателье-Самуэльсона будет доказан в 
многозначном случае при следующем дополнительном условии. 
А6. Для любых p,q,d,f таких, что d9S>(.p), fGg>(q) p<,q; 
выполняется неравенство pd>qf, 
Ясно, что из A4 следует А6. Но А6 выполняется также и в 
модулях с фиксированными доходами 2Л2. для которых тождест­
во Вальраса не имеет места. 
Пусть peintR+n и /(<=/V-={l,...,n}. Введем обозначение 
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QSD(K>P)= 
—{<?eintR+"|^[/v\/c]=p[iv\.-c], Bdea)(qy.d[K]=o}. (4.6) 
Векторы из Qs> (К, р) будем называть ценами частичного 
равновесия (для продуктов из К при условии, что цены про­
дуктов из L = N\K фиксированы на значениях pt). 
Т е о р е м а 4.5. («принцип Ле Шателье — Самуэльсона»). 
Пусть GS-отображение 25 удовлетворяет A1, А6 и заданы 
вектор р и множества Kt+iczKtciN, t — 1, 2 , . . . , г, для кото­
рых Qs){Kt, р)¥=0- Если сЮЮ(р), d[A' , ]>0, то найдутся век-
торы qt&Q&XKt, р) такие, что p*£ql+1-t£qt. Если же d[ATi]<0, 
то для некоторых p'GQ&(.Kt, р) выполняются неравенства 
p ' < p ' + 1 < p . 
ДЛЯ доказательства теоремы 4.5 требуется детальное изуче­
ние частичного равновесия, которому посвящен следующий 
пункт данного параграфа. Одновременно будут получены 
условия существования и единственности цен частичного рав­
новесия и тем самым уточнено утверждение теоремы 4.5. 
4.5. Укажем ряд важных свойств частичного равновесия. 
Т е о р е м а 4.6. Пусть GS-отображение 25 удовлетворяет 
А1, А6, АГс=Л/. Тогда при Q@(K, р)ф0 справедливы следую­
щие утверждения: 
1) Qg)(K, p) замкнуто относительно операций max и mln; 
2) если q, q'GQg>{K,p) и d6®(<7), d [ /X] -0 , то de%(q')\ 
3) если 25— неразложимо и Ki=N, то Q^{K, р) содержит 
только один вектор; 
4) если qeQg)iK,p), d6-25(p) и d[K\<0, то min{-7, p}6 
GQSDW'P)* 4i<pi П Р И d*<0; 
5) если qeQ@(K,p), d£2B(p), d[.-rj>0, то max{<?, p}6 
£Qg)(K,p), qt>Pi при d i > 0 ; 
6) если qeQs){K,p), q'£Q®{K', P), K'czK, то min{q,q'}e 
eQg)(K',p) при q>p и max{<7, q'}GQg){K', p) при q<p. 
Утверждения этой теоремы являются простыми следствиями 
следующей технической леммы. 
Л е м м а 4.1. Пусть OS-отображение 25 удовлетворяет А1, 
А6 и /625(.7), / [ / С ] = 0 для KczN, L = N\K- Тогда если 
d625(p), d\K\<0, p\L\>q[L\, (4.7) 
то /625(g), где ~q = mm{p, •?}, и qt<pi как только d ; < 0 . 
Если же 
d'£33{p% d'\K\>0, p'\L\<q\L\, (4.8) 
то /625(-7), где q==max{p', q) и qt>p't как только d . > 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 1.2 о комбинировании, 
найдется g6.2)(<7) такой, что 
135 
g<dVi] + f\h], / i — {*|A<-7<}. / 2 = / V \ / i . (Из _(4.7 следует, что d[ / i ]<f[ / i ] =0, т. е. q<f. Если g¥=f, то 
qg<qf=:Qf, что противоречит A6. Поэтому g — f, d[I\] = 0 , отку­
да и следует утверждение леммы для случая (4.7). Второе 
утверждение доказывается аналогично. Ч. т. д. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.6. Утверждения Г 4 
и 5 теоремы 4.6 очевидным образом следуют из леммы 4.1. 
Утверждение 2 этой теоремы следует из леммы 4.1, ввиду того, 
что q' — max{q', ф, где .7 = max {<7' q). Утверждение 3 вытекает 
из определения неразложимого GS-отображения с учетом 
утверждений 1 и 2 доказываемой теоремы. Утверждение 6 лег­
ко проверить применяя лемму 4.1. Ч. т. д. 
Теперь, опираясь на свойства 4—6 частичного равновесия,. 
нетрудно доказать принцип Ле Шателье—Самузльсона. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4.5. В случае d[A' 1 ]>0 T 
ввиду утверждения S теоремы 4.6, найдутся векторы 
v'GQ® {Kf, р) такие, что vl>p. Положим ql — v1 и построим 
qtJrl = min{qi, vt+1}. В силу утверждения 6 теоремы 4.6, g-'+.g 
GQs){K1+\,p)- ЯСНО, ЧТО -7<> (?'+1>p. Первое утверждение тео­
ремы доказано. Второе доказывается аналогично. 
Следующая теорема дает условия, при которых частичное 
равновесие существует. 
Т е о р е м а 4.7. Пусть GS-отображение З) удовлетворяет 
A1, А5. Если для заданных р, К найдутся векторы р, q, d, f, 
для которых выполняются условия 
p<p<q, £.<<7г при ^Л", (4.9) 
de&(p), d\K\>o, /е.®(.7). / [ /с]<о, (4.10) 
то существует вектор г такой, что 
p<r<q, rbQ®{K~p). (4.11) 
Доказательство опирается на леммы 1.1 и 1.2; здесь мы его 
не приводим. 
При дополнительном условии нормальности из теоремы 4.7 
следует, что непустота .25° влечет за собой существование ча­
стичного равновесия при фиксации цен произвольного соб­
ственного подмножества товаров на произвольном уровне, по­
скольку для любого р найдутся р, q, d, f, удовлетворяющие 
(4.9) и (4.10). 
§ 5. КОАЛИЦИОННАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ЭКОНОМИЧЕСКОГО 
РАВНОВЕСИЯ 
5.1. Сравнительно недавно Гейл [49], а затем Ауманн и Пе-
лег [40] обнаружили, что равновесие чистого обмена может 
быть в некотором смысле неустойчивым. Ситуацию, которую» 
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они рассматривали, удобно интерпретировать в терминах тор-
ГОВЛИ между регионами (странами или экономическими рай­
онами). 
Пусть в каждом регионе имеется несколько фирм, обмени­
вающихся между собой и с другими фирмами по ценам равно­
весия. Предположим, что ф фмы из первого региона перерас­
пределили свои начальные запасы, а затем продолжают обме­
ниваться в рамках всей системы. Для нового распределения 
начальных запасов старые цены уже не будут балансировать 
спрос и предложение. Пусть в результате коррекции цен уста­
новилось новое состояние равновесия. Может ли случиться 
так, что все фирмы из первого региона выиграют, по сравне­
нию с первоначальным состоянием? Отметим, что, согласно 
теореме о ядре (см., например, [20, стр. 370]), выигрыш воз­
можен только за счет торговли с «чужими» фирмами, часть 
которых обязательно проиграет. 
Утвердительный ответ на поставленный вопрос означает, 
что исходное равновесие неустойчиво относительно перерас­
пределения начальных запасов. Примеры неустойчивости в 
этом смысле были продемонстрированы в [49, 40]. В [54] по­
казано, что «большинство» моделей чистого обмена неустой­
чивы и, следовательно, условия, обеспечивающие устойчивость, 
должны быть весьма специальными. Достаточные условия 
устойчивости получены в [27]. Соответствующий результат,. 
непосредственно использующий понятие GS-отображения, фор­
мулируется ниже в слегка обобщенном виде. 
5.2. Рассмотрим модель Wi(W), W=(w'\ k&M), whdR+n. Коа­
лицией будем называть произвольное непустое подмножество 
потребителей М<=М. 
О п р е д е л е н и е 5.1. Распределение благ (с*, k&M) назо­
вем M-допустимым в модели Ш1..(№), если ОНО является рав­
новесным распределением в модели VR^W) при некотором. 
ty=(wk, kgM) таком, что °wll6R+n, 




Согласно (5.1), коалиция может не только перераспреде­
лять начальные ресурсы между ее членами, но и уничтожать их 
частично или полностью, а также передавать участникам вне 
коалиции. Отметим, что возможность выигрыша за счет унич­
тожения части запасов (феномен, встречавшийся в практике 
капиталистических фирм) продемонстрирована на примере в. 
[40]. Условия, при которых выгодна безвозмездная передача 
части ресурсов партнеру, изучены Баласко [41] в рамках двух-
продуктовой модели с двумя участниками. 
О п р е д е л е н и е 5.2. Пусть (p, ck, k^M) — равновесие 
в модели -й.(\^). Это равновесие слабо коалиционно устой-
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чиво, если для любой коалиции М и для любого^ M-допусти-









(сг) для некоторого 
гвМ, либо и,1(ск)>и/1(с1') для всех k&M, то равновесие назо­
вем коалиционно устойчивым. 
Из Парето'-оптимальности равновесия следует, что единст­
венность по предпочтениям (определение 3-1) является необхо­
димым условием слабой коалиционной устойчивости. 
Т е о р е м а 5.1. Пусть справедливы предположения 51—S5 
(п. 3.2). Тогда любое равновесие в Wli(W) слабо коалиционно 
устойчиво. Если, сверх того, (А) все отображения ".-?''(p, 1) 
строго нормальны, либо (Б) Ф-(р, 1) неразложимо и т'ФО 
для некоторого /, то любое равновесие коалиционно устойчиво. 
Если ни одно из условий (А), (В) не выполняется, то вто­
рое утверждение теоремы 5.1 может оказаться неверным [27]. 
Заметим, что в теореме 5.1 допустимы участники с нулевы­
ми векторами начальных запасов wh. Это соответствует ситуа­
ции, когда коалиция привлекает новых потребителей, ранее 
лишь потенциально участвовавших в торговле из-за отсутствия 
средств, или даже создает «искусственного» потребителя (новую 
фирму) со специальным поведением, которым передает часть 
своих запасов. Теорема 5.1 показывает, что в этом случае коа­
лиция может получить выгоду для своих членов только при 
нарушении условий валовой заменимости и нормальности. 
5.3. Доказательство теоремы 5.1 использует конструкцию 
которая оказывается полезной и в других случаях (в частное 
ти, для доказательства теоремы 3.2). Фиксируем W — (wk 
т 
k&M), wk>0. Положим: W — J^W" И пусть, как и выше, 
P2(-3. w) — множество (положительных) равновесных цен в мо­
дели 3R2(B,w), В — фк, k&M). Пусть выполняются условия 
S\ — S5. Если р, р'%Рч (В, w), то как следует из теоремы 3.5, 
pwk=p'w'1 vk. Значение этого скалярного произведения обоз­






Пусть ^ - = { 5 | ^ ( 5 ) = 0}, a E,(UH. E2(.9, та)-множества 
равновесий в моделях Щ (W) и Ш2(В, да), соответственно. 
Лемма 5.1. Пусть wki=Q Vk и El(W)=^0. Если выполне­
ны условия 51 — 55, то 
1) Ж {В) определена на int /-? " и непрерывна; 
2) 3*ё(ХВ) = Х2ё(В) П > 0 ; 
т 
3) 2>/<(я)--0; 
4) 3%(В) обладает свойством валовой заменимости; 
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5) Е-(WO-U Е2(5, да). 
Существование Ж {В) на 1ntR+" следует из теоремы 3.4, 
а свойство 4) —из теоремы 4.4. Непрерывность легко прове­
рить, используя теорему 4.4. Остальные утверждения выте­
кают из определений. 
Пусть l = (p, ск, keM) и rj==(p, с", keM) — равновесия 
в моделях ЗЛ-ДЧ^и Wl^W), соответственно, причем распреде-
ние (сА, AGM)—M-AonycTHMO в W^W) при некоторой коали­
ции М. Ниже будет доказано утверждение теоремы 5.1 для 
модели Ш11 (W) при дополнительном предположении: -ai'^OvA. 
Введем обозначения 
$k^pwk^pck, p~k^pwk = pck; 5-(р /е), В ={$„); 
т т 
W= £ Wk, W—^Wk. 
ft—1 A—1 
Чтобы установить слабую устойчивость, достаточно пока­
зать, что рс
г<р.. для некоторого г&М. Без ограничения общ­
ности, считаем, что да
/г
=---0 Vk. Рассмотрим функцию Ж {В), 
определенную в (5.2), при wk = wk. Очевидно, В^Ш®. Если 
В$2№°, то, применяя теорему 4.1 к функции 2/6, найдем вектор 
В'~ф
к
') и номер г такие, что 
.S'65»0, B'>B, p/ = Pr, r6M--={AI^*(-5)<0} (5.3) 
(в силу свойства 3) множество М~^=0). Если же EG-^°, то 
положим: В' = В. Согласно предложению 1.2 и условиям S, 
к модели $Rl(W) применима теорема 3.1 о прямом произведе­
нии, согласно которой 
p'~ck=p'wu=$'k, keM, 
где p'GPi(B', да). Поскольку 
реР2(В, та), J3'>.&, да<да, 
по теореме 4.4, получаем 
рс
к<р'ск = Р'А, &GM- (5.4) 
Если В'^В, то из (5.4) следует, что при любом А вектор с" 
не лучше, чем с
Л
 для участника k. При В'=/=В это верно для 
некоторого гбМ~ (см. (5.3)). Если же выполнено одно из усло­
вий (А) или (В), то, по теореме 4.4, pcf<pr, а значит, сг 
строго хуже, чем с
г
. Остается показать, что г^М. Пусть это 
не так, тогда W>wr. Снова применяя теорему 4.4, будем 
иметь: 
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0 > ^ r ( E ) = P 2 ( / 3 , w)wr--pr>pwr--h=-~^ 
что невозможно. Итак, при wk*fiO теорема доказана. 
В общем случае функция Ж определена на конусе, который 
определяется равновесиями |, г\ и теоремой 3.4. Поскольку не­
которые компоненты В могут равняться нулю, теорема 4.1 уже 
не применима, но (5.3) можно доказать непосредственно, а все 
последующие рассуждения сохраняют силу. 
5.4. Как показано в [28], увеличение дохода участника в 
Wl2(B,s) может привести к уменьшению его целевой функции в 
новом равновесии, однако условия в. з. и нормальности исклю­
чают такой феномен. Эти же условия обеспечивают коалици­
онную устойчивость относительно перераспределения доходов в 
W2(B,s) [27]. 
§ 6. ПРОЦЕССЫ РЕГУЛИРОВАНИЯ ЦЕН 
6.1. Значительное число экономико-математических работ 
посвящено исследованию устойчивости процесса регулирования 
цен, задаваемого системой дифференциальных уравнений 
U-J». (6-1) 
Здесь правая часть связана некоторыми соотношениями с функ­
цией избыточного спроса 2>, например, пропорциональна ей, 
либо удовлетворяет условиям 
sign ft(p)*= sign a), (p), i - l , . . \ , tu Vp, (6.2) 
где 
( 1, x > 0 , 
slgnx.--= 0, x — 0, 
[-1 , x<0. 
Уравнение (6.1) рассматривается как модель поведения цен 
в условиях совершенной конкуренции. Оно призвано отразить 
тот факт, что при наличии многих продавцов данного товара 
его цена обычно растет, если спрос превосходит предложение, 
и убывает — в противном случае. 
В советской экономической литературе принята другая ин­
терпретация процессов типа (6.1), соответствующая пониманию 
моделей равновесия как схем согласования решений в плановой 
экономике. Согласно этой интерпретации, уравнение (6.1) опи­
сывает правило, позволяющее планирующему органу найти 
сбалансированный плац в процессе подбора равновесных цен 
[8]. Важно, что для организации такого процесса используется 
лишь знание текущих значений избыточного спроса и ие тре­
буется детальная информация о целевых функциях и техноло­
гии локальных объектов. 
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Дискретные аналоги уравнений (6.1) могут использоваться 
как алгоритмы вычисления равновесных цен и планов. 
Проблема исследования устойчивости решений уравнения 
•(6.1) в экономическом контексте была сформулирована Саму-
эльсоном [75]. В [55, 69] было показано, что в случае диффе­
ренцируемой GS-функции iZ)=-F (удовлетворяющей определен­
ным дополнительным предположениям) процесс локально 
устойчив. Первые глобальные результаты были получены Эр-
роу и Гурвицем [37] и Эрроу, Блоком и Гурвицем [35] для 
строгой валовой заменимости; нестрогий случай рассматривал­
ся в [38, 64, 86]. Обзор этих и ряда других работ можно .найти 
в [70], [36, гл. 11 — 13], [10, гл. 9], [20, гл. VI]. Радер [74], 
рассматривая специальную модель равновесия с производст­
вом, показал, что для обеспечения локальной асимптотической 
устойчивости достаточно потребовать в. з. для функции спроса 
(а не избыточного спроса), поскольку функция предложения 
S (р) автоматически удовлетворяет' условию монотонности: 
(p-q) (S(p)-S(q))>0 Vp, q. 
В [43] приведена оценка скорости сходимости процесса ре­
гулирования цен в окрестности равновесия. 
Во всех цитированных работах функция 2Е) предполагалась 
положительно однородной нулевой степени, обычно постулиро­
валось тождество Вальраса. Для получения глобальных резуль­
татов использовался второй метод Ляпунова. 
Недавно Ховитт [57] доказал глобальную устойчивость для 
дифференциального включения с правой частью, заданной 
AGS-отображенмем при. дополнительном условии, обеспечиваю­
щем единственность равновесных цен (с точностью до норми­
ровки). Ниже будут доказаны две теоремы, обобщающие ЭТОТ 
результат (см. п. 6.4). 
В однозначном случае, наряду с (6.1), во многих работах 
[37, 35, 86, 10] изучался так называемый нормализованный 
(или нормированный) процесс, в котором фиксируется цена 
«эталонного» товара. Рассматривался также ряд других моди­
фикаций процесса (6.1). Если равновесный вектор не предпо­
лагается строго положительным, то необходимо исключить 
возможность выхода за границу R+n, Для этого к (6.1) добав­
ляют то или иное условие «отражения от границы» [38, 64, 86]. 
Более серьезная модификация связана с предположением, что 
цены меняются в соответствии с ожидаемым, а не фактическим 
спросом. Это приводит к усложнению модели. Ряд результатов 
такого рода содержится в [39, 10]. Дальнейшего развития они 
пока не получили. 
6.2. Для избыточного спроса 3){р), который может быть не­
однозначным, процесс регулирования цен с непрерывным време­
нем можно задать дифференциальным включением 
| е Я Р ) , (6.3) 
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где отображение ."" удовлетворяет следующему условию сохра­
нения знака: 
FL Для любых векторов p=(pi), /=(/ч) таких, что feF(p) 
найдется d = (di)6.25(p), для которого выполнены соотношения 
sign /, = sign di для всех i. 
Включение (6.3) задает нормализованный процесс с фикси­
рованной ценой эталонного продукта п, если F удовлетворяет 
условию: 
F2. Для любых p-(pt), f~(fi), таких, что feF(p ) , выпол­
няются равенства /
п
= 0 и sign/, — sign di, i-фп, для некоторого 
d = ( d i ) 6 ^ ( p ) . 
Пусть F определено на множестве V<=Rn, p°6V, T—поло­
жительное число. Функцию р:[0,Г|->-У называют решением
 t 
дифференциального включения (6.3) на отрезке [О, Т] при на­
чальных условиях р(0)-р°, если она абсолютно непрерывна, 
p(0)=p° и ^p-^(p{t)) для почти всех t. Функция p(t) — 
решение (6.3) на [0, + «-) при p(0)=p°, если она является ре­
шением (6.3) на [О, Т] для любого Г > 0 при тех же начальных 
условиях. В этом случае p(t) называют также траекторией 
процесса (6.3). 
Точку q&V называют равновесной, если 0£<£>(q). Как и вы­
ше, 0° = iq\0&д)(q)}. Следующее определение устойчивости 
процесса регулирования цен является обобщением этого поня­
тия на случай неоднозначного избыточного спроса. 
О п р е д е л е н и е 6.1. ([57], см также [86, 44]). Процесс (6.3) 
квазиустойчив, если для всякого p°HV траектория с началом в 
р° существует, каждая траектория ограничена и все ее предель­
ные точки* принадлежат £D°. Процесс устойчив, если он квази­
устойчив и всякая траектория имеет ТОЛЬКО одну предельную 
точку. 
Отметим, что используемая здесь терминология отличается 
от принятой в математической теории устойчивости. 
Далее будем предполагать, что .2) удовлетворяет условиям 
Al, A2 и АЗ (см. п. 1.6). При этом будем использовать усло­
вие A1 и для F . 
Таким свойством обладает, например, отображение г~~, 
определенное следующим образом 
f(p)=T(p)®(p) = {f\f=T(P)d,de$j(p)}, (6.4) 
где Г(р) —диагональная матрица, непрерывно зависящая от 
Р. Уг(Р) —ее диагональные элементы. Если все функции vi(p) 
положительны, то выполняется F1; если же у
п
(р) = 0 , y i (p )>0 , 
1фп, то F удовлетворяет F2 и задает нормализованный про­
цесс. 
* /7—предельная точка траектории, если р(Р)-+р для некоторой после­
довательности /у-э-+оо. 
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В п. 6.4 будут доказаны теоремы устойчивости для процес­
са (6.3). Предварительно установим свойства и существование 
траекторий ЭТОГО процесса. 
Для векторов p = {Pi), -?=(<?i)6int^+" определим 
X(p,q) = maxpiiql> p(p, q) = mlnpilql, (6.5) 
где TV — {1, 2, . . . , /г}. 
Следующая лемма играет важную роль для доказательства 
устойчивости процесса регулирования цен (6.3). 
Л е м м а 6Л. Пусть С5>-отображение 2D удовлетворяет A1,. 
A2, A3, а для отображения ЗГ выполняется одно из условий 
Fl , F2. Если q£2)0 и функция p(t) является решением диффе­
ренциального включения (6.3) .на отрезке [О, Т] при некотором 
Т > 0 , то функция k(p[t),q) не возрастает, a {mu}(p (/),<") не убы­
вает на [О, Г]. 
Если при этом q — единственный вектор (с точностью до 
скалярного множителя), содержащийся в Ш)°, а разность 
•М.°(0->-7)—й(Р(0> <7) постоянна на [0, Г], то p(t)=aq для всех 
*е[0,7] приа=Л(Р(0),<7)=|г(Р(0),<7). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим l(t)=k(p(t), q), m{l)~ 
= \x(p(t), q). ДЛЯ любого t6[0, T1] выполняются соотношения 
l(t)q, m(t)qe35°, l(t)q>p(t)>m(t)q, 
I,(t) = {i\pt(i) = l(t)qi}+0, Im{t) = {i\Pilt) = m{t)q&*®.^ b ' b ) 
Используя следующие тождества (a, b — действительные 
числа): 
max {a, b}=(a-\~b + | a —6|)/2, mm {a, b}^(a-\-b — \a—b\ )j2r 
нетрудно проверить, что l(t), m(t) абсолютно непрерывны. 
Поэтому почти всюду на [О, Т] существуют производные функ­
ций I (t), m(t), p(t) (будем обозначать их I (t), m{i), p(t)) и, 
в силу (6.6), выполняются следующие соотношения для любых 
jeMO и szim(ty. 
I (t) = qjx lim h~l {I (t + h) q} - 1 {t) qj) < 
A->+0 
<qTl llm h-i{pj(t + h)-pj{t)) = qTlpj(t), (6.7) 
h-y+O 
m(t) = q7l lim h~l (m(t + h)qs — m{t)qs> 
Д->+0 
>q7l lim h-l(ps(t + h)-ps(t))^q7lps(i)- (6.8) 
li-y+0 
По теореме 4.1 из (6.6) и включения р (t)Qf (p (t)) следует 
(в силу любого из условий Fl , F2), что ДЛЯ ПОЧТИ каждого 
tg[0, T] найдутся свои jGlt(t), sQlm(t) такие, что pj{t)<.0, 
ps(t)>0. Поэтому i ( t )<0 , m(t)>0 почти всюду на [0, Г]. 
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Ввиду абсолютной непрерывности l(i) и m(t) из этого сле­
дует первое утверждение леммы. 
В случае, когда 25° —луч, из теоремы 4.1 и соотношений 
(6.6), (6.7), (6.8) следует (в силу F1 или F2), что 'I(t)-m{t)<Q 
для почти всех t таких, что р(ЩЗ)ъ. Поэтому при дополни­
тельных условиях леммы, для почти всех t имеем: p(t)£D° 
p(t) = l(t)q = m(t)q. Из этого, в силу свойств функций p{t), t(t) 
и m(t), следует второе утверждение леммы, ч. т. д. 
В лемме 6.1 существование решения дифференциального 
включения (6.3) предполагается. В следующем пункте будут 
даны условия существования траекторий этого процесса. 
6.3. Рассмотрим компакт 
K=ip\a<\i(p,q)<K(p,q)<&, (6.9) 
где к и [х определены в (5.6), р>сс>0 и q£2)°. Пусть С..([0, 
Т]; К) —пространство непрерывных функций на [О, Т] со зна­
чениями в К, наделенное топологией равномерной сходимости. 
Следующее утверждение молено доказать по схеме, указан­
ной в [44]. 
Т е о р е м а 6.1. Пусть GS-отображение З) удовлетворяет 
А1, А2, A3, а для отображения F выполняются А1 и одно из 
условий Fl, F2. Тогда для всякого положительного компакта 
К вида (6.9) и любой его точки р° найдутся траектории про­
цесса (6-3), начинающиеся в р°. При этом: (1) любая из этих 
траекторий не выходит из К; (2)' множество Sr(P°) исходящих 
из р° начальных отрезков траекторий для t6 [О, Т] является не­
пустым компактом в Cu([0, Г|; К); отображение ST полунепре­
рывно сверху на К. 
Из этой теоремы следует существование положительных 
траекторий процесса (6.3), начинающихся в любой заданной 
точке из int R+". 
Для доказательства строится вспомогательное ограниченное 
отображение $, определенное, в отличие от F , на веем R" и 
совпадающее с F на некотором положительном компакте, 
внутренность которого содержит К (см. [57]). Для вспомога­
тельного процесса 
&&{?) (6.Ю) 
траектории существуют, согласно теореме Кастэна—Валадье 
(см. теорему А1 в [44, стр. 292—293]). Их начальные отрезки 
являются решениями (6.3). Из леммы 6.1 следует, что траек­
тории процессов (6.10) и (6.3), начинающиеся в К, совпадают 
при всех t и не выходят из К. Р1з теоремы Кастэна—Валадье 
вытекают свойства (2) и (3). 
6.4. Переходим к анализу устойчивости (6.3). Согласно 
[44], функцией Ляпунова процесса (6.3) на замкнутом множе­
стве VcrR" называется непрерывная функция ^ : V->R- та-
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кая, что: (1) для каждой траектории p(t) этого процесса, со­
держащейся в V, функция S?(p(t)) имеет предел при £->- + сх.; 
(2) если существует траектория p(t), начинающаяся в V, та­
кая, что Для некоторого 7 > 0 функция S?(p(t)) постоянна на 
[О, Т], то F ( p ( 0 ) ) 9 0 . 
Если выполнены все условия леммы 6.1, то 3?{р) = 
— Х{р, q)—\i(p, q) является функцией Ляпунова процесса (6.3) 
на любом положительном компакте К вида (6.10). Поэтому 
теорема о квазиустойчивости работы [44] может быть ис­
пользована для доказательства следующей теоремы устойчи­
вости процессов регулирования цен (6.3) (нормализованного 
и ненормализованного) для системы с валовой заменимостью 
избыточного спроса. 
Т е о р е м а 6.2. Пусть GS-отображение -2) удовлетворяет 
A1, А2, АЗ, а для отображения F выполняются A1 и одно из 
условий F1 и F2. Тогда если существует равновесный вектор 
<7<3.®0 и он единственен (с точностью до скалярного множи­
теля) , то процесс (6.3) устойчив на int R+". 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как 3?{р)=%(р, q)—р(р, q) 
функция Ляпунова процесса (6.3) на компакте К вида (6.10), 
то из теоремы 6.1 работы [44] (ввиду утверждений (1), (2) и 
(3) теоремы 6.1 предыдущего пункта настоящей работы) сле­
дует, что всякая предельная точка р любой траектории p(t) 
принадлежит F 0 = { p | F ( p ) 3 0 } . В силу условий доказываемой 
теоремы, F°cr.g)0 . Таким образом, процесс (6.3) квазиустой-
чив. 
Ввиду леммы 6.1, функции %(p(t),~p) и \x(p{t),p) имеют 




->-foo, то из определения X и \i сле­
дует, что Urn h(p(t), р) = lira n(p(^),70 = l. Поскольку 
{—>-+оо t->-\-oo 
b(P(t), P)P>P (t)>lL(PV)>p)~p, 
то p(t)-->-p при t-*-+<x>. Теорема доказана. 
Отметим, что во многих работах доказательство устойчи­
вости основывалось на утверждениях, подобных лемме 6.1 и 
теореме 6.1, с использованием той же функции Ляпунова 
£?(р) =h(p, q)—\i(p, q) (см., например, [35, 57]). 
Результаты, приведенные в п. 3.2, дают примеры ситуаций, 
для которых в модели чистого обмена с многозначным избы­
точным спросом (удовлетворяющим условиям теоремы 6.2) 
равновесные цены единственны, Однако так бывает не 
всегда. 
В случае, когда равновесные цены могут быть неединствен­
ными, справедлива следующая теорема для GS-отображения, 
удовлетворяющего условию A4 (тождество Вальраса, п. 1.6), 
более сильному, чем АЗ. Из нее следует устойчивость частного 
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вида нормализованного и ненормализованного процессов ре­
гулирования цен. 
Т е о р е м а 6.3. Пусть GS-отображение З) удовлетворяет 
условиям А1, A2, А4, а отображение F определяется соотно­
шениями (6.4) с постоянной неотрицательной диагональной 
матрицей Г, диагональные элементы у-, которой положитель­
ны для 1фп. Тогда если 2)°Ф0, то процесс (6.3) устойчив 
на intR+n. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 2.5 (п. 2.6), име­
ют место следующие соотношения 
qd>0 при qe33°, d&3)(p), p e i n t R / , 
причем qd>0 для p<ISl" (6.11) 
Из A4 следует, что f° = 3)a. Для некоторого д*еЗ>> построим 
функцию 
ЯМ-ЯУТ^-ЯМ -~ ^ ! " - i , y;;ia (6.i2> 
Для всякой траектории p(t) процесса (6.3) для любого Т > 0 
почти всюду на [О, Т] существуют производные 
*£^M = -2q*d', где d' = {d№3){p{t)),
 ъ
й11=--ЩР-. 
Поэтому из (6.11) следует, что SP(p) является функцией 
Ляпунова процесса (6.3). 
Остальная часть доказательства вполне аналогична дока­
зательству теоремы 6.2. 
Заметим, что функция (6.12) убывает вдоль траекторий. 
Поэтому в условиях теоремы 6.3 при у, = \, i-фп, всякая тра­
ектория процесса (6.3) сходится к равновесной точке моно­
тонно (по евклидовой норме). 
Отметим, что для систем с однозначным избыточным спро­
сом (при валовой заменимости н тождестве Вальраса) функ­
ция (6-12) в случае неединственности равновесных цеп также 
с успехом применялась для доказательства устойчивости про­
цесса регулирования, рассмотренного в теореме 6.3, [35, 38]. 
Ее использование основывалось, как и в теореме 6.3, на нера­
венствах (6.11), которые были известны для однозначного 
случая (см. [35, 38]). 
6.5. Для многозначного неоднородного GS-отображсния 
процесс (6.1) не исследовался. Однако однозначный случай 
рассматривался в ряде работ [13, 14, 21, 79, 89]. Приведем 
довольно общий результат из [79]. 
Т е о р е м а 6.4. Пусть GS-функция F ( p ) определена и не­
прерывна на множестве P = {p\v<p<r}, где v, rf-R.,.", F(r)3s-
>0>£F(v). ЕСЛИ траектории p(t) уравнения (6.1) сходятся к 
некоторой точке р* =-•(/?,•*) ер независимо от начального состоя­
ния р(0)бР, то 
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т Ч ? . - p . * ) - . ( , - ) < 0 v ^ - ^ e P , яфр*. (6.13) 
Обратно, если для некоторого p*GP имеет место (6.13), то 
р* — единственное равновесие и p(t)-+p* при /{to}oo Vp(0)eP. 
В [79] показано также, что в условиях теоремы 6.4 требо­
вание (6.13) выполняется, если Vp, q&P таких, что q>p, <7{ne}p-
найдется координата i, для которой fi(q)<fi(p). 
Отметим, что если в модели £Ш2(—', s) с фиксированными 
доходами индивидуальные функции спроса ^"(р, |3) удовлет­
воряют предположениям 51—55 (см. п. 3.2), дифференцируе­
мы и строго положительны, то выполнены неравенства: 
(/>-?)(#* (Л Р)-#*(-7.Р))<О Vp.^emtR/', peintR+J. (6.14) 
Из этого факта, доказанного в [24], следует, что избыточный 
спрос подчиняется требованию (6.13). Используя существова­
ние равновесия и нормальность и применяя теорему 6.4, не­
трудно показать устойчивость процесса (6.1). По-видимому, 
справедлив следующий результат, обобщающий теорему 2.5 и 
соотношение (6.14): если GS-отображение 2Е> удовлетворяет 
A1, A3 и нормально, то (p—q)d<0 для всех p, q, d таких, что 
de&(p), p('intR+n, (76.25°, причем для p<f.2>° имеет место стро­
гое неравенство. Однако доказательство этого предложения 
пока отсутствует. 
6.6. Процессы регулирования цен в дискретном времени 
впервые рассматривал Узава [85]. Один из процессов, предло­
женных в [85], задается соотношениями 
M*+-) -~max{0 ,Mt) + p25((p(0)}, ' = 1 - . , « - 1 , 
1J----0, 1 л - 1 , />(0)==/>о>0, po-^0. ( Ь Л 5 ) 
Узава не исключает случай нулевых цен на некоторые 
продукты. При этом вектор цен q>0 называется равновесным, 
если 2) (у) <('), qf/>(q)^-0. 
Т е о р е м а 6.5 [85]. Пусть функция SD(p) — (3)i (p)) опре­
делена в некоторой окрестности R+", удовлетворяет A2, A4 
и дважды непрерывно дифференцируема, причем матрица 
а 
с общим членом ct.jk~2J PiT~ir~' н е в ы Р о ж Д е н а в некоторой 
точке равновесия. ЕСЛИ для равновесного вектора q справед­
ливо условие 
q$3(p)>0 Vp^q, (6.16) 
auвеличина ;> достаточно мала, то limp(t) = q при любом 




В условиях теоремы 6.5 неравенство (6.16) следует из ва­
ловой заменимости и неразложимости (см. теорему 2.6). 
Система (6.15) задает нормированный процесс регулирова­
ния цен. Ненормированный процесс при строгой в. з. рассмат-
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ривался в [10, стр. 378] (доказательство его устойчивости 
содержит пробелы). 
ЕСЛИ GS-фушшия :2) не является гладкой, то, по-видимо­
му, процесс (6.15) может расходиться для любого фиксиро­
ванного р. В [23] доказана сходимость следующего ненорми­
рованного процесса с переменным шагом (для многозначного 
случая). 
p(i + \) = m&*{h\ p{t) + p{t)$$^t d(t)&I)(p(t)), 
p{0)*=lfl>h, (6.17) 
где h — фиксированный (малый) положительный вектор. 
Процесс (6.IT) определен при с1(1)ф0; считаем, что при 
d(t)=0 он останавливается. 
Т е о р е м а 6.6 [23]. Предположим, что отображение 3) 
удовлетворяет А1, А4, множества Ф{р) ограничены снизу в 
совокупности, 2)а^{р\р>Н)ф0, и выполнено (6.11). Пусть 
кроме того, • 
р(о>о, 2Р(-)=-°°. 2.-2(о<«-
/ = i ----I 
Тогда последовательность (6,17) сходится ко множеству 2D0, 
Отметим, что из приведенного в [23] доказательства фак­
тически следует сходимость к точке из .59°. 
Используя теорему 2-5, нетрудно переформулировать теоре­
му 6-6 для GS-отображений. 
Процессы, близкие к (6.15), рассматривались также в [5] 
(см., в особенности, стр. 139) и в [21, гл. 9]. К описанным про­
цедурам примыкают разработанные в последние годы алго­
ритмы решения вариационных неравенств (см. обзор [2]), 
позволяющие после модификации отображения 30 применить 
процесс с постоянным шагом. Однако известные результаты о 
сходимости таких алгоритмов опираются иа условия, отличные 
от предположений теоремы 6.6. 
Узава [85] предложил также для отыскания пулей 
GS-функции процесс поочередного изменения цеп, подобный 
известному методу Гаусса—Зайделя. Пусть p{i) =- (pf(0) — 
вектор цеп на /-ой большой итерации и уже определены 
р.(/-И) при 1 = 1 , . . . , / — 1 . Тогда, согласно Узаве, значение 
Pi(t+\) определяется иа /-ой малой итерации как решение 
уравнения 
•2MPi(H-l) Pj-i{t + \),v,phl{t), ...,pn(t))^0 (6.18) 
относительно переменной v. 
Т е о р е м а 6.7 [85]. Если строгая GS-фуикция & опре­
делена и непрерывна на intR+", удовлетворяет A2, A4 и 3>йф 
Ф0, то описанный процесс сходится к единственному равно­
весному вектору. 
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Для доказательства этой теоремы Узава применил в каче­
стве функции Ляпунова 5?(p)=A.(p, q)— \x(p, q), где %, ц опре­
делены в (6-5). qe3>°. 
В [11] показано, что если GS-функция не является строгой, 
то процесс поочередного изменения цен может расходиться. 
Предложено выбирать на каждом шаге номер j уравне­
ния (6.18) случайно, в соответствии с заранее заданным рас-
п 
пределением вероятностей n,(i), г = 1, . . .,/г, 2 n , ( t ) - = 1 , nt(t) 
i=i 
отделены от нуля. 
При вычислении корня уравнения (6.18) координата j уве­
личивается, если £>}>0, и уменьшается, если S>S<Q. Среди 
решений уравнения (6.18) берется то, которое «встретится 
впервые», оно требует наименьшего изменения /'-ой цены. 
В [11, 17] доказано, что так модифицированный процесс схо­
дится при условиях теоремы 6.7 даже, если потребовать толь­
ко валовой заменимости вместо строгой валовой заменимости. 
При этом ист необходимости на каждом шаге отыскивать точ­
ное решение (6.18). Если p}(t+ 1) — ближайшее к p}{t) реше­
ние (0.18), то можно полагать: pj(t-\-l)—Pi(t)+aJ(t)(f)j(t + 
+ 1)— Pi(t)), где l > a j ( i f ) ^ p > 0 . В [17] при тех же основных 
предположениях доказана СХОДИМОСТЬ более общего процесса, 
предусматривающего возможность одновременного изменения 
нескольких неременных. 
6.7. Среди алгоритмов вычисления равновесного вектора в 
условиях в. з. следует отметить чрезвычайно простую и эффек­
тивную процедуру, являющуюся модификацией метода про­
стой итерации. Она была разработана в [3, 4, 6] для модели 
нелинейного межотраслевого баланса. Рассмотрим ее в не­
сколько обобщенном варианте [9]. 
Если S£) — непрерывная GS-функция на R+." и множество 
{р\р^0, <Ю(р)>0} ограничено сверху, то оно содержит макси­
мальную точку q, причем &>(q)=Q (п. 2.4). Пусть для некото­
рых й|>0 функция SD удовлетворяет условию 
•®/(p.> ••-,Pi-nPnPl+i> . . . , p « ) -
~-
(J)i{pi, . ..,Pi-U p j+S . jfj+i. ...,pn)<ki&, i=\, . . . ,R, 
при любом 6 > 0 и любом р таком, что <7<p<g, «у —некото­
рый вектор. Тогда следующий процесс сходится к вектору q 
p^+A)=min-U(0, Pi{t)+~;^i{p{t))\ 
1
 _ (6.19) 
ki>kit i = l , - . . , " , p(0) = <7. 
причем все координаты p(t) не возрастают. В ряде случаев, 
например, в моделях с фиксированными Доходами, найти под­
ходящий начальный вектор q не представляет труда. 
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Аналогично (6.19) строится алгоритм отыскания минималь­
ной точки множества g>- [3, 6, 9], обеспечивающий неубыва­
ние всех координат. 
§ 7. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
Предположение о валовой заменимости товаров является 
весьма ограничительным с экономической точки зрения. По­
этому предпринимались многочисленные попытки распростра­
нить результаты, полученные при этом предположении, на бо­
лее широкий класс ситуаций. 
Самая простая возможность обобщения состоит в следую­
щем, Будем говорить, что отображение SD обладает свойством 
валовой дополнительности (в-д.), если (—.25) является GS-
отображением. Термин «в. д.» для однозначного спроса введен 
Мосаком [68], близкое понятие можно найти у Хикса [56]. 
Условия А1, А2, А4 (п. 1.6), А5 (п. 2.3) и ряд других допуще­
ний, использованных выше, остаются справедливыми при пере­
мене знака. Поэтому приведенные результаты применимы и в 
случае в. д. (при этом A3 следует заменить на А4). 
Морншнма [67] предложил разбить все товары (кроме эта­
лонного) на две группы так, что внутри каждой группы имеет 
место строгая в. з., a для товаров, относящихся к разным груп­
пам - строгая в. д. Эталонный товар он подчиняет специаль­
ным условиям. Для гладких функций избыточного спроса, удов­
летворяющих также ряду других предположений, в [67] дока­
зана единственность равновесного вектора н устойчивость 
процесса типа (6.1). «Рынок», включающий в. з, и в. д. одно­
временно, рассматривался также в [21]. 
Хотя существование равновесия доказано при весьма общих 
предположениях (см., например, [36, 20, 22]), необходимые и 
достаточные условия известны ЛИШЬ для линейных моделей 
[50]. Неясно, остаются ли справедливыми теоремы существо­
вания типа теоремы 3.4 для более широкого класса ситуаций, 
когда требование в. з. может не выполняться. 
Обзоры результатов о единственности равновесных векторов 
содержится в [51, 20, 36, 13, 21]. Соотношение (6.11) и некото­
рые другие варианты условия «выявленного предпочтения» [35, 
38, 24] (см. также [8, стр. 138]) влекут за собой выпуклость 
множества равновесных цен пли единственность равновесия, а 
также устойчивость процессов типа (6.1) (при 3T=£D). Другое 
условие, более общее, чем строгая в. з. в гладком случае, так­
же гарантирующее единственность и устойчивость равновесия, 
состоит в том, что якобиева матрица избыточного спроса в лю­
бой точке должна обладать доминирующей диагональю [63, 72] 
(см. также, [10, 36]). В [13, 14] дано представление двух ва­
риантов этого требования в форме конечных приращений. 
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По-видимому, оно применимо и для многозначного случая, но 
э т о т вопрос не исследовался. 
Кроме рассмотренных в § 6 процессов регулирования цен, 
известен также целый ряд других. Изучение некоторых из них 
•опирается на условия типа (6.11), но используются и совсем 
Аругие допущения. Обзор соответствующих результатов мож­
н о найти в [36, гл. 13], а также в [86, 52]. Из недавних иссле­
дований, посвященных этому вопросу, отметим работу Смей-
л а [83]. 
К сожалению, очень мало известно о том, какие требования 
к целевым функциям обеспечивают выполнение тех или иных 
условий, налагаемых на избыточный спрос. 
Возможность обобщения теорем сравнительной статики изу­
чалась в [62, 53, 73]. Полученные результаты показывают, что 
-существенно ослабить требование в.з. нельзя. 
Пока что теорема 3.1 и результат об эквивалентности равно­
весий при их неединственности (следствие 3.1) не имеют обоб­
щений. Это же относится и к теореме 5.1 коалиционной устой­
чивости. 
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